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1. Träge und schwere Masse; 
von Gustav Mie. 


1. Die Aufgabe, welche ich mir in der folgenden Arbeit 
gestellt habe, ist: die Einsteinsche Gravitationstheorie mög- 
lichst genau den Vorstellungen der Newtonschen Mechanik 
anzupassen, um so die Vergleiche zwischen den Folgerungen 
der Einsteinschen Theorie und denen der alten Gravitations- 
theorie möglichst anschaulich und leicht zu machen. Ich habe 
in meinen Arbeiten zur Theorie der Materie gezeigt'), daß das 
Begrifissystem der alten Mechanik von den bewegenden Kräften 
der Felder und von den Trägheitswiderständen bewegter „ma- 
terieller Teilchen“ sich trotz der tiefgreifendsten Veränderungen 
in der Vorstellung vom Wesen der Materie doch vollständig 
wieder aufbauen läßt, wenn man nur die eine — allerdings 
ungeheuer tiefgehende — Voraussetzung macht, daß das „ma- 
terielle Teilchen“ in dem betreffenden Raumgebiet genau eben- 
so existenzfähig ist, wie in einem völlig feldfreien Gebiet. Diese 
Voraussetzung ist für das Gravitationsfeld tatsächlich erfüllt, 
wenn die Einsteinsche Theorie der allgemeinen Transformier- 
barkeit der Gravitationsgleichungen richtig ist. Ich halte das 
für die wichtigste Konsequenz der Theorie, ja für den eigent- 
lichen tiefsten Sinn der Theorie. Für das elektromagnetische 
Feld ist die Voraussetzung der unveränderten Existenzfähigkeit 
der materiellen Elementarteilchen höchst wahrscheinlich nicht 
erfüllt, jedenfalls nur mit gewissen Beschränkungen und Nähe- 
rungen. Deswegen tritt im elektromagnetischen Feld an die 
Stelle der alten Mechanik die neue, noch wenig erforschte 
Quantenmechanik. Im Gravitationsfeld können wir dagegen 
ohne jede Schwierigkeit die Begriffe der alten Mechanik bei- 
behalten. 

Die Aufgabe, die ich mir stelle, zerfällt in zwei Teile: 
Erstens muß die Einsteinsche Gravitationstheorie in das 


1) G. Mie, Ann. d. Phys. 40. 8. 1ff. u. 8. 34ff. 1918. 
Annalen der Physik, 1V, Folge. 69, j 1 
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2 G. Mie. 
Schema eingefiigt werden, in welches sich nach meinen Unter- 
suchungen zur Theorie der Materie alle physikalischen Grund- 
gesetze einordnen lassen’), und zweitens miissen die in meiner 
dritten Arbeit (1913) entwickelten Methoden zur Berechnung 
der mechanischen Kräfte auf das gewonnene Schema der Ein- 
steinschen Gravitationstheorie angewandt werden. 


Kurze Darstellung der Einsteinschen Gravitationstheorie. 

2. Der erste Teil der Arbeit kann naturgemäß nichts 
Neues bringen. Es müssen nur Gleichungen, die im wesent- 
lichen schon bekannt sind, in das Schema, das ich brauche, 
eingeordnet werden. Um den Vergleich zwischen den von mir 
gebrauchten Buchstabenbezeichnungen und den anderswo üb- 
lichen Bezeichnungen zu erleichtern, werde ich mich immer 
auf das bekannte Buch von H. Weyl’) beziehen. Für die 
zeitliche Komponente, für welche Weyl den Index 0 eingeführt 
hat, werde ich den älteren Index 4 beibehalten. 

Das Gravitationspotential ist in der Einsteinschen Theorie 
ein vierdimensionaler Tensor. Ich will die Komponenten dieses 
Tensorpotentials mit »“” bezeichnen. Später [Formel(9)] werden 
wir sehen, wie sich aus o“” die Maßzahlen g*” und g,, ge- 
winnen lassen. Die Feldstärke der Gravitation will ich mit 
bezeichnen, « = 1, 2,3, 4. 


Die erste Gruppe der Gravitationsgleichungen lautet dann: 
(1) 
Die Weltfunktion möge mit ® bezeichnet werden, sie enthält 
die Variablen w“’, g“”, 5,» ,- Hier soll %,, der antisymme- 


trische Tensor oder Sechservektor dee elektromagnetischen 
Feldes sein: 


um. 
und 9, das elektromagnetische Viererpotential: 


1) Man vgl. hierzu auch: G. Mie, Physik. Zeitschr. 15. 8.115 u. 
169. 1914. 

2) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie. 4. Aufl. Berlin 1921. Da meine 
Arbeit schon vor dem Erscheinen des II. Bandes der Relativititstheorie 


von M. v. Laue fast fertig niedergeschrieben war, so verweise ich allein 
auf das Weylsche Buch. 
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Aus den Hamiltonschen Prinzip: 
[®-dz! . dr? dat = 0 
folgt die zweite Gruppe der Gravitationsgleichungen'): 


2 See 
(2) 
a@ 
(3) ’ 
a@ 
(4) hus =— Bane 


Wir werden im folgenden öfters den zu w“” reziproken 
Tensor w,, brauchen, der folgendermaBen definiert ist: 


ö,=0, wenn 0, =1, wenn u=». 
Die Determinante der »&“” bezeichne ich mit »: 


(5) 


(8) = |wrr|, 
1 
(7) | 


Das Gravitationspotential w“* steht zu dem gewöhnlich 
in der Darstellung der Einsteinschen Theorie benutzten Ten- 
sor der Maßverhältnisse g“” und seinem Reziproken g,, in 
folgender Beziehung: 


ov 


1) Vgl. G. Mie, Phsyik. Zeitschr. 15. S. 116 u. 117. 1914. Ich lasse 
im folgenden die Summenzeichen weg, wie es seit Einstein üblich ist. 


ate 4 
bedeutet: a 
GE? da" 


1* 


G. Mie. 


Es ist leicht einzusehen, daß: 
(10) 

Die Hamiltonsche Funktion ® zerfällt in der Ein- 
steinschen Theorie in zwei Summanden ): 
von denen der erste, ©, nur die Gravitationsgrößen, also die 
wo” und die g“” enthält, der zweite, 2, dagegen die elektro- 
magnetischen Größen, also die 9, und die %,,, und außerdem 


auch das Gravitationspotential w“”. Zur Berechnung von © 
werden gewöhnlich die folgenden Größen genommen ?): 


ö 


da” da aah 
Der Ausdruck für & lautet dann folgendermaßen: 


Durch ganz einfache Rechnungen bekommt man die folgenden 
Formeln: 


(14) ges, 1 8Vg 


Man kann nun leicht die Richtigkeit des folgenden Aus- 
druckes für © beweisen: 


1 v uv Ser vr 
indem man für g“” den Ausdruck (15) einsetzt und nachweist, 
daß (16) mit (13) identisch ist. Im Prinzip ist es möglich, 
aus (15) die sämtlichen Größen - als homogene lineare 


Funktionen der g“” zu berechnen, deren Koeffizienten nur die 
@#’ enthalten, Denkt man sich die Rechnung ausgeführt und 
die Ausdrücke in (16) eingesetzt, so erkennt man, daß @ eine 
ganze, homogene Funktion zweiten Grades in den g#” ist, deren 


1) H. Weyl, a.a. 0. S. 214. Gl. (27). 
2) Ebenda $. 119, Gl. (56) und S. 218 GI. (31). 
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Koeffizienten homogene gebrochene Funktionen vom Grade 
— 1 in den w#” sind. Aus den Eigenschaften der ganzen 
homogenen Funktionen folgt, daß: 


1 a 
G= Er 
(17) a _ 
agi? 


Aus (16) ergibt sich nun: 


Aus (18) folgt: 
a) 
Setzt man dies in (15) und (17) ein: 
(21) gt” = — tf) (te, — 


Wir haben hiermit © als Funktion der »#” und der 
£,; explizite ausgerechnet. Übrigens ist leicht zu sehen, daß: 


daß also die Formeln (22) und (13) wirklich identisch sind. 
Ich will nun vorübergehend ©, wenn es als Funktion von 
o*” und E, gegeben ist, mit § bezeichnen. Der Buchstabe 
& soll bedeuten, daß die »&“” und die g“” die unabhängigen 
Variablen sind. 

Da 


so folgt, wenn man berücksichtigt, daß: 


: 


6 @. Mie. 


So bekommen wir nun endlich aus (22) und 23: 


1 (fuo v v 

Es ist also: 

1 ({ue v ur CRU 

Wenn man die nunmehr gefundenen Werte der ff, nach (18) 
und der h,, nach (25) in die Gravitationsgleichungen (2) ein- 
setzt, so bekommt man in der Tat die Einsteinschen Gravi- 
tationsgleichungen. 

8. Über den zweiten Summanden 2 der Hamiltonschen 
Funktion ® sagt die Einsteinsche Theorie aus, daß in ihm 
die unabhängigen Variabeln %,, und g, zusammen mit den g*” 
nur in solchen Verbindungen vorkommen, die gegen alle Trans- 
formationen invariant sind. Aus der Invariantentheorie ist 


bekannt, wie eine solche Verbindung aussehen muß. Ihr all- 
gemeiner Typus ist: 

wo die unteren Indizes A, , hyeees k,... dieselben sind, wie die 
oberen Indizes k,, k,..., nur in anderer, beliebiger Reihen- 
folge und belicbig auf die Feldgrößen %,, und die Potentiale ¢, 
verteilt. Über die sämtlichen Indizes hy, hy+.+, k, ist von 
1 bis 4 zu summieren.') Außerdem enthält 2 noch den 
Faktor Yg, es ist also zu setzen: 


Vg: 
wo J(u) eine Funktion sein soll, welche nur Variabeln u der 


eben hingeschriebenen Form enthält. Ich will nun die folgende 
Größe betrachten: 


(24) 


1) Unter den so definierten Größen wu gibt es im allgemeinen noch 
viele, die wegen der Antisymmetrie von %;, identisch Null sind, z. B. 


Für uns kommen natürlich nur solche u in Betracht, welche nicht 
identisch Null sind, wie z. B. 


Diese Beschränkung hat auf die folgenden Überlegungen keinen Einfluß. 


| 
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do 


Zunächst läßt sich unter Benutzung der Formeln (5) 


bis (10) sehr leicht zeigen, daß: 
88 ; CEU 

2.0 ar - g 8 g 


Setzt man ein 2 = Vg - L(u) so bekommt man nach einer 
kleinen Rechnung: 


wo die Summe über die sämtlichen Variabeln x zu nehmen 
ist, die in Z(u) vorkommen. 
Nun ist aber: 
ö Ö 
+ gk (Fr, ke Ok, kgs 


Das heißt, in Worten ausgedrückt: Man hat aus den sämt- 
lichen Summanden von u erstens diejenigen auszusuchen, in 
welchen k, =s, darauf die mit 4,=s, dann A,=s usw, 
zweitens hat man in all diesen Summanden jedesmal den 
oberen Index s durch r zu ersetzen, drittens hat man dann 
alle zu addieren. Ganz dasselbe bekommt man aber offenbar, 
wenn man erstens aus den sämtlichen Summanden von u die- 
jenigen ausliest, in welchen k, =r, darauf diejenigen, in 
welchen A, = r usw., zweitens jedesmal den unteren Index r 
durch s ersetzt, drittens alle so erhaltenen Ausdrücke addiert, 
oder mit anderen Worten, wenn man bildet: 


du Ou Ou 
Wenn man nun endlich noch beachtet, daß: 
du du 


gr 


gri- 


Ou Ou 


G. Mie. 


so bekommt man: 


2+ grt. =2-%,;° + 


und demnach: 


(27) 2 9 2 8 d 9, 

Der durch (2+) ausgedrückte Satz ist von Hilbert!) ent- 
deckt worden. Es schien mir von Wert zu sein, zu zeigen, 
mit wie elementaren Mitteln man diesen Satz aus der all- 
gemein bekannten Form der Invarianten herleiten kann. Ich 
kehre nun zu unserer Funktion Yg- Z(u) = & zurück, um den 
Satz (27) auf die Größen q,” anzuwenden. Wenn wir mit 9, 
das Viererpotential und mit %,,; die Intensitätsgrößen des 
elektrischen Feldes bezeichnen, so sind die entsprechenden 
Quantitätsgrößen, also der Viererstrom o' und die Erregungs- 
größen des Feldes Hi gegeben durch: 


CRY 
(28) Q agi ’ 

we un ö = ‘ 
(29) Hi=2 2 55. 


In Formel (29) muß der Faktor (2) eintreten, weil %,, und 
— 7;, dieselbe Feldgröße bedeutet.?) Es ist 


Man bekommt also schlieBlich: 

8) 4,’ = 3.0," (2-2 +O" 
Und aus (26) folgt nun: 


ö 
(31) . = . q,* Ove . 


Setzt man dies in (25) ein, so bekommt man die Einstein- 
schen Gravitationsgleichungen vollständig in ihrer ursprüng- 
lichen Form. 


1) D. Hilbert, Die Grundlagen der Physik. I. Nachr. d. Ges. d. 
Wiss. zu Göttingen. 1915. 

2) Wegen der Vorzeichen von g' und §"' vgl. man: G. Mie, Ann. 
d. Phys. 40. S. 33. 1918. Es ist z.B. 5, = b,, 9" =b. usw, 9, = 
e' = b, usw. in der dort gebrauchten Bezeichnungsweise. 


| 
i 
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4. Es gibt aber noch eine zweite Form der Gravitations- 
gleichungen, die fir manche Zwecke besonders bequem ist. 
Nach (21) ist: 
thy Qi” =— 2+ (fi, — Ep) 

+0” (Ef, — 
=—4.tf,- 
=2 - fh, gu + (fe 
Mit Rücksicht auf (24), (11), (2), (4) bekommen wir schließlich: 


ö kr k kr ag 
2 .o . he = . 2 . 
(@ fi, ) + @ 


= gh” +0. 
Eine leichte Rechnung ergibt nun unter Benutzung von 
(80), (17), (11): 
v ci k 
| = gh” — te 
Wenn man in diesen Gleichungen die früher!) von mir 
benutzten Bezeichnungen einführt: 
muy, 
Wes = br = Gig = = Wag = 
H* usw, = usw., 
= P2 = fy Ps 
gt”, 95” = 9,” gf” = ge”, pre, 
usw., =i- Wuy> 
so erkennt man sofort, daß die Ausdrücke auf den rechten 
Seiten identisch mit den Komponenten der „Weltmatrix“ oder 
des „Energie-Impulstensors“ sind. Es ist beachtenswert, daß 
im Falle der Einsteinschen Gravitationstheorie dieser Tensor 
nicht mehr symmetrisch zur Diagonale ist. Wir werden darauf 


auf 8.16 zurückkommen. Ich will seine Komponenten mit 
T," bezeichnen: 


1) G. Mie, Ann. d. Phys. 40. S. 34. 1913. 


G. Mie. 


(33) 
Dann lauten die Gleichungen (32): 


(34) fi, — = — 


Es ist dies eine zweite Form der zweiten Gruppe der Gravi- 
tationsgleichungen, die aus den ursprünglichen Gleichungen (2) 
dadurch hervorgeht, daB man: 


statt £2, einsetzt: f%,), 
statt einsetzt: T,*. 


Natürlich besteht (34) nur scheinbar aus 16 Gleichungen, 
denn es existieren die sechs Identitäten: 


a a o a o 
=@,,° (= (2wer ‘ £,) + 
Die Zahl der unabhängigen Gleichungen (34) beträgt also zehn. 


Energie und Impuls eines im Gravitationsfeld sich bewegenden 
Körpers. 

5. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zum zweiten 
Teil der Aufgabe, dem eigentlichen Thema dieser Arbeit über. 
Ich löse die Aufgabe in zwei Stufen. Zuerst berechne ich 
Energie und Impuls eines Körpers in einem Gebiet, wo aller- 
dings das Gravitationspotential von 1 verschieden ist, wo aber 
doch das Potentialgefälle noch gleich Null gesetzt werden kann,. 
wo also die Gravitationskräfte noch zu vernachlässigen sind.. 
Darauf erst wende ich mich der Berechnung der Gravitations- 
kräfte und der Trägheitswiderstände zu. 

In allen folgenden Berechnungen gehe ich von den be- 
kannten Energie-Impulsgleichungen aus!), deren Gültigkeit aus- 
der Gültigkeit des Hamiltonschen Prinzips folgt: 
oT, 


(35) fürk=1,2,3,4. 


Von diesen vier Gleichungen sind die ersten drei die Be- 
wegungsgleichungen der Mechanik, die vierte ist das Energie- 


1) G. Mie, Ann. d. Phys. 37. S. 526. 1912; 40. S. 2 u. 34. 1913, 
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prinzip. Ich will die Dichte der Energie mit W und den 
Energiestromvektor mit 8 bezeichnen, dann ist’): 


(36) 
(37) 
und die Energiegleichung lautet: 


diva + °" =0. 


Wir wollen uns nun zunächst ein materielles Teilchen ?) 
denken, welches in einem gravitationsfreien Raume ruht. Man 
muß dann ein Volumen 7 angeben können, welches dieses 
Teilchen enthält und so groß ist, daß der ganze Raum außer- 
halb V keine bemerkbaren Energiebeträge mehr enthält, daB 
man also den gesamten Energiegehalt des Teilchens bekommt, 
wenn man nur über V integriert. 7 sei so groB genommen, 
daß man auf seiner Oberfläche 7 überall das Gravitations- 
potential des Eigenfeldes des Teilchens gleich dem skalaren 
Wert 1 setzen kann (##*=1, o#’=0) Wir wollen ferner 
alle Zustandsgrößen des Teilchens, wenn es im gravitations- 
freien Gebiet ruht, durch einen horizontalen Strich kennzeichnen 
(o#”, g#” usw). Dann berechnet sich die Ruhmasse des 
Teilchens, welche gleich seinem ganzen Energiegehalt ist: 


Nach dem Laueschen Satz?) ist ferner: 
(39) f .dV=0 


außer, wenn u=v=4. Die 7% sollen die Komponenten des 
Impuls-Energietensors sein, die wir früher [Gl. (33)] mit T% 
bezeichnet haben. 

Durch lineare Transformationen gewinnen wir die ent- 
sprechenden Größen im Falle eines Teilchens, das sich mit 
konstanter Geschwindigkeit in einem Felde konstanten Gravi- 
tationspotentials bewegt. Wir wollen von dem Koordinaten- 


1) Ich benutze hier dieselben Bezeichnungen, wie in meinen 
Arbeiten zur Theorie der Materie. 

2) G. Mie, Ann. d. Phys. 40. S.5ff. 1913. 

3) Ebenda S. 7 ff. 
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system (z1, x?, 28, x4) des im gravitationsfreien Gebiet ruhenden 
Teilchens sofort zu dem Koordinatensystem (x}, x?, x°, x*) über- 
gehen, in welchem sich das Teilchen mit der Geschwindig- 
keit q bewegt und in welchem das Gravitationspotental in der 
ferneren Umgebung des Teilchens den konstanten Wert w“’ 
hat. Dann haben wir Transformationsformeln von folgender 
Form zu verwenden: 


(40) xh = Bl. 
(41) Bu Bi = On; = Or; 
wo: dk=1, df =0, wenn A+h. 


Hier bedeuten die Transformationskoeffizienten 8; und fi. 
Konstanten, welche mit dem Gravitationspotential folgender- 
maßen zusammenhängen: 


h=1,2,3,4 h=1,2,3,4 
(43) = dh. 
Hier bedeuten die g,, und g“” die Maßverhältnisse im 
Gravitationsfeld, aus denen sich das Gravitationspotential nach 
(9) berechnet als: 


In welcher Weise die Geschwindigkeit des Teilchens q}, q?, q? 
in den Transformationskoeffizienten steckt, möge die folgende 
Überlegung zeigen. Wir betrachten einen bestimmten Punkt 
des Teilchens, dessen Weltlinie durch ein festes Wertesystem 
z!, z*, 25 gegeben ist, während z* sich ändert. Für ihn ist 
also dz! = dz? = dz* = 0, folglich: 


de + dz, 
speziell: 


Nun ist d2’/dt=q”, wenn wir unter q’, q%, q° die drei Ge- 
schwindigkeitskomponenten verstehen und q* = 7. Daraus folgt: 


44) 


| 
| 
| 
| 
i ‘ 
| 
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Die Anwendung von (41) und (42) liefert: 
also: 
1 
Vou» 

Zur Berechnung der Geschwindigkeit (q!, q?, q°, mit der sich 


das Teilchen in dem Koordinatensystem (z', x’, z°, z*) bewegt, 
liefert uns nun (44) die Formel: 


k 
(45 b) =, h=1,2,3. 


Die beiden Formeln (45a) und (45b) lassen sich, wenn 
man beachtet, daß g* = ;, in eine zusammenfassen: 


Vou 
In einem wirklichen Gravitationsfeld sind die 9,,, 923 933 
94, nur sehr wenig von — 1 verschieden, die übrigen g,, sind 
sehr klein. Ferner ist in allen praktisch wichtigen Fällen die 
Geschwindigkeit q klein. Man kann daher den Nenner von (46) 


in praktisch wichtigen Fällen oft durch die folgende Näherung 
ersetzen: 


(47) V =V-In = VV 0, — 
= 
Wir gehen nun weiter über zur Berechnung des Volumens 
des betrachteten Teilchens. Es sei P (z!, x, z°, x*) ein mit 
dem Teilchen fest verbundener, mitbewegter Punkt. Die ent- 
sprechenden Ruhkoordinaten seien z', z?, z°, z*. Setzen wir 
z, 22, 2° gleich je einer Konstanten, so sind das die Glei- 
chungen der Zeitlinie, welche P beschreibt. Wir fassen nun 
weiter im Raume ¢ = const oder z* = const einen zu P un- 
endlich benachbarten Punkt P’ ins Auge. Die Komponenten 
des Abstandes PP’ seien dx}, dx?, dz’, natürlich ist dx* = 0. 
In dem Ruhkoordinatensystem seien die Projektionen des Ab- 
standes der entsprechenden Punkte: dz}, dz?, dx®, dz‘; hier 


3 

. 

. 

3 
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ist dz* von Null verschieden. Wir wollen nun aber die 
beiden Punkte in dem Ruhkoordinatensystem in einen Raum 
z* = const hineinprojizieren, d. h. wir 
const wollen die beiden Punkte in dem Ruh- 
koordinatensystem „gleichzeitig“ betrach- 
ten, dann sind die dz!, dz*, dzx® die- 
selben Größen wie vorhin und dr‘ = 0. 
Nach (40) ist nun: 
da! = + + 
dz? = §,2-dz'+ dz? + 
= 
Zwischen dem Volumenelement dV im Koordinatensystem 
(x!, x, 23, x*) und dem „Ruh-Volumenelement“ dV besteht folg- 
lich die Beziehung: 
|B? 


B® 
oder: dV=4#-dV, 

wenn wir mit 4," die Unterdeterminante zu dem Glied /,* der 
Determinante: 


const. 
Fig. 1. 


dV= -dV, 


4= |B," | wu, v= 1, 2,3,4 
bezeichnen. Nun gelten die vier Gleichungen: 
BF kh=1, 2, 8,4. 
Andererseits ist nach (41): 6*- 8,‘ = 0,*, daraus folgt: 
A= 68,'-4, speziell: 4,4 = 4. 
Da ferner: 


(48) A= = =Vg, 


so ist mit Rücksicht auf (45a): 
(49) 


Iur 
Wir wollen nun auch die Tensoren 7,’ des im Gravi- 
tationsfeld bewegten Körperchens auf das Ruhkoordinaten- 


system zurückführen. Zu dem Zweck setzen wir zunächst: 


(50) 


| 
= 
way = 


or 


n- 


ar 
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wo 7° ein gemischter Tensor im Sinne der Invariantentheorie 
für lineare Transformationen ist. Wir wollen vorübergehend 
mit p” und g, einen kontravarianten und einen kovarianten 
Vektor bezeichnen. Die Komponenten dieser Vektoren im 


„Ruhkoordinatensystem“ p’ und g, berechnen sich dann zu: 
p= q, = 

Der gemischte Tensor 7, ist dann durch die Eigenschaft 

T’.p.q,=T#.p*.g, gekennzeichnet. Setzt man für p* 

und g, ihre Werte ein, so bekommt man: 


(51) = Br. 
Da §,* = =— so kann man auch schreiben: 
(52) =— 9;,° By m. 


Mit Benutzung von (49) und (50) bekommen wir: 


oder, da das letzte Integral für alle A und & mit Ausnahme 
des Wertepaares h = 4, k = 4 Null ist, und da: 


m, 


die Ruhmasse des Körpers ist, so bekommen wir, wenn wir 
(46) beachten: 


(53) 

wo q!, q?, q? die Komponenten der Geschwindigkeit des Körpers 
sind und g*=i. Wir wollen jetzt nach (9) und (10) das Gra- 
vitationspotential selber einführen. 

Als Massenfaktor des Körpers m sei die folgende Größe 
definiert: 
(64) 

} a" q” 

Die träge Masse eines Körpers im Gravitationsfeld ist ein 
vierdimensionaler Tensor, den man durch Multiplikation des Massen- 
faktors m mit dem reziproken Gravitationspotential w,, gewinnt: 


(55) m,, = mM+O,,. 


r 
_ 
_ 
). 
vi- 


16 G. Mie. 


Sind sowohl q, wie auch (a ae ö,”) klein, so kann man 
für m folgende Näherung brauchen: 

Die Impulskomponenten des Körpers sind: 

(55a) r=1,2,3. 

Seine Energie beträgt: 

(55 b) Dem, — (m4 + my, + ms, 

Der Vierervektor Impuls-Energie (3, 3 3,,%° U) und der 
Vierervektor Geschwindigkeit (q1, q?, q°, 7) haben also im Gravi- 
tationsfeld verschiedene Richtungen.’) Man kann sagen: 

Im Gravitationsfeld gehört schon zu einer geradlinigen Be- 
wegung ein Trägheitsellipsoid, ähnlich wie es in der alten Mechanik 
bei den rotierenden Bewegungen der "Fall ist. 

Natürlich ist aber doch ein großer Unterschied insofern 
vorhanden, als das Trägheitsellipsoid der geradlinigen Bewegung 
im Gravitationsfeld nur äußerst wenig von einer Kugel ver- 
schieden ist, ganz abgesehen davon, daß es sich hier um ein 
vierdimensionales Ellipsoid handelt. 

Aus der Verschiedenheit der beiden Vierervektoren ergibt 
sich ganz klar, daß der Impuls-Energietensor im Gravitations- 
feld ein unsymmetrischer Tensor ist, ein Umstand, auf den ich 
schon auf S. 9 hingewiesen habe. 

Der Impuls-Energietensor des Körpers, d. h. das Integral 


des Tensors (33) über das Volumen 7 des Körpers lautet 
folgendermaßen: 


3h Sh Sh 3h 
—t-m,,-q". 


1) Diese Unterscheidung zwischen den beiden Vierervektoren Ge- 
schwindigkeit und Impuls-Energie findet man schon in der Abhandlung 
von A. Einstein und M. Großmann vom Jahre 1913: Entwurf einer 
verallgemeinerten Relativitätstheorie und einer Theorie der Gravitation. 
Verlag B. G. Teubner. Jedoch war es für mich notwendig, sie als eine 
Konsequenz meiner Theorie der Materie nachzuweisen. 


| 
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Die Bewegungsgleichungen eines materiellen Körpers 
drücken in unserem Fall, wo äußere Kräfte ganz fehlen, die 
Erhaltung des Impulses og sie lauten: 


(57a) + 
d d3, 
= 0) = = =0, r = 1,2,3. 


Die vierte Gleichung ist die Gleichung von der Erhaltung 
der Energie: 


(57b) +3, 9°) + - m,,° 4") 
dU 


Die Addition von Schwerefeldern. 

6. Ich lasse nun die Beschränkung fallen, daß das Gravi- 
tationspotential des äußeren Feldes konstant sei. Um überhaupt 
eine „Kraft“ im Sinne der Mechanik berechnen zu können !), 
muß man aber die Annahme machen, daß die Glieder höherer 
Ordnung in der Feldstärke und die Differentialquotienten der 
Feldstärke nach Ort und Zeit so klein sind, daß man sie in 
dem von dem Körper eingenommenen kleinen Volumen streichen 
kann. Entsprechend sind die Glieder, welche höhere Potenzen 
oder Differentialquotienten der Beschleunigung enthalten, weg- 
zustreichen. Mit andern Worten: 

Auch im Gravitationsfeld müssen wir uns auf die Berech- 
nung quasistationärer Bewegungen beschränken. 

Man kommt also auch hier zu keiner größeren Genauigkeit 
der Rechnung, als im Falle der Bewegung eines Elektrons im 
elektrischen oder magnetischen Feld nach der gewöhnlichen 
Relativitätstheorie. Nur daß im Falle der Gravitation der Ein- 
flu8 des Gravitationspotentials auf träge und schwere Masse 
noch zu dem Einfluß der Geschwindigkeit hinzukommt und das 


1) Man vergleiche: Theorie der Materie III. Ann. d. Phys. 40. 
S. 1. 1913. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 69. 2 


= 
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Problem komplizierter macht. Urspriinglich hatten wohl manche 
Theoretiker auf die Einsteinsche Gravitationstheorie die Hoff- 
nung gesetzt, daß sie als sogenannte „allgemeine Relativitäts- 
theorie“ eine Ergänzung der „speziellen Relativitätstheorie“ 
gerade für die nichtquasistationären beschleunigten Bewegungen 
liefern würde. Das ist nicht der Fall. 

Wir nehmen also an, daß die Komponenten des äußeren 
Gravitationspotentials, die wir mit &“” bezeichnen wollen, in 
dem Volumen 7, welches der Körper einnimmt, und in einem 
kleinen, aber endlichen, Zeitintervall als lineare Funktionen 
der vier Koordinaten z', x”, z?, z* angesehen werden können: 


wo die g#” sehr kleine konstante Größen bedeuten, deren 
höhere Potenzen man, jedenfalls so lange man mit den Rech- 
nungen innerhalb des betrachteten vierdimensionalen Volumens 
bleibt, streichen kann, und wo die Konstante #5” den Wert 
von ##” in dem im Innern dieses vierdimensionalen Volumens 
gelegenen räumlich-zeitlichen Koordinatenanfang bedeutet. Der 
Koordinatenanfang sei etwa der Schwerpunkt des betrachteten 
Körpers zur Zeit t = 0. 

Der betrachtete Körper kann in dem Koordinatensystem 
(z}, z?, z°, z*) mannigfache Bewegungen ausführen, er kann um 
seinen Schwerpunkt schwingen und rotieren in der Weise, daß 
die diesen relativen Bewegungen entsprechenden Kräfte für 
sich im Gleichgewicht sind, außerdem kann sein Schwerpunkt 
eine Bewegung haben, die bei Abwesenheit der Gravitations- 
kräfte geradlinig gleichförmig wäre. So rotiert beispielsweise 
die Erde um ihre Achse, indem die dabei auftretenden Zentri- 
fugalkräfte mit den Kohäsionskräften der Erdmaterie im Gleich- 
gewicht sind, und außerdem bewegt sich ihr Schwerpunkt auf 
einer Bahn, die bei Abwesenheit der Gravitationskräfte tangential 
zur Keplerellipse ginge und mit konstanter Geschwindigkeit 
durcheilt würde. 

Die erste Aufgabe, die wir zu lösen haben, ist nun, den 
vernunftgemäßen Koordinaten z!, x?, x’, x* eines jeden Punktes 
des im Gravitationsfeld bewegten Körpers die Koordinaten 
zi, z*, x°, x! des genau entsprechenden Punktes desselben Kör- 
pers im gravitationsfreien Raum richtig zuzuordnen. Und zwar 


| 

# 

er 
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wollen wir das Koordinatensystem im gravitationsfreien Raum 
so wählen, daß der Körper in ihm die genau entsprechenden 
Bewegungen macht, daß insbesondere der Schwerpunkt des 
Körpers sich in ihm mit einer konstanten Geschwindigkeit § 
bewegt, welche sich aus der Geschwindigkeit q des Schwer- 
punktes in dem vernunftgemäßen Koordinatensystem ergibt, 
wenn man für die Längen und Zeiten statt der „vernunft- 
gemäßen“ die „natürlichen“ Messungsergebnisse nimmt. Wir 
wollen also, anders als in unseren früheren Berechnungen (in 5) 
hier die Transformation für das Schwerefeld und die Trans- 
formation für die Bewegung getrennt durchführen. 

Wir denken uns den betrachteten Körper zunächst in 
dem vierdimensionalen nichtminkowskischen Kontinuum, durch 
dessen Geometrie das Gravitationsfeld ersetzt wird, wenn man 
alle räumlichen und zeitlichen Geraden und zugleich auch ihre 
Teilungen durch „natürliche“ Messungen definiert. Ich will 
dieses Kontinuum, wie in meinen früheren Arbeiten, „das 
Hilbertsche Kontinuum“ nennen. Es ist ganz in einem zehn- 
dimensionalen ebenen Kontinuum enthalten. In diesem zehn- 
dimensionalen Kontinuum konstruieren wir eine vierdimensionale 
Ebene, welche von dem Hilbertschen Kontinuum möglichst 
wenig abweicht, und nehmen sie als die (2', x’, z®, z*)-Koor- 
dinatenebene. Projizieren wir die Punkte des Hilbertschen 
Kontinuums senkrecht in diese Ebene hinein'), so bekommen 
wir die Welt, wie sie in der Physik betrachtet wird, in ihr 
gelten die Axiome der minkowskischen Geometrie. 

Der kleine Körper, den wir betrachten, beschreibt im 
Hilbertschen Kontinuum einen gekrümmten, in zeitartiger 
Richtung verlaufenden Faden, der die Eigenschaft hat, daß 
man überall durch ihn dreidimensionale Querschnitte legen 
kann, welche auf allen Weltlinien, aus denen der Faden zu- 
sammengesetzt ist?), senkrecht stehen. Ein solcher dreidimen- 
sionaler Querschnitt stellt den betrachteten Körper dar, wie er 
sich in einem bestimmten Moment in einem gravitationsfreien 
Raum verhält, wenn sein Schwerpunkt sich nicht bewegt. Ebenso 


1) Ann. d. Phys. 62. S. 46. 1920. 

2) Hiermit sind diejenigen Weltlinien gemeint, welche die einzelnen 
Punkte des Körpers beschreiben würden, wenn er keine Schwingungen 
und Drehungen um den Schwerpunkt macht. 


2*r 
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kann man durch den Faden dreidimensionale Querschnitte legen, 
welche mit jeder Weltlinie des Fadens einen und denselben, 
von 2/2 verschiedenen, Winkel bilden. Ein solcher Querschnitt 
stellt den betrachteten Körper in einem gravitationsfreien Ge- 
biet dar, wenn sich sein Schwerpunkt mit einer konstanten Ge- 
schwindigkeit 4 bewegt, welche durch den Winkel der Welt- 
linien des Fadens mit dem Querschnitt bestimmt ist. Wir 
wählen diesen Winkel so, daß 5 gerade den oben definierten 
Wert hat. Konstruieren wir in jedem Punkte dieses Querschnittes 
die auf ihm senkrecht stehende geodätische Zeitlinie, so be- 
kommen wir die z*-Koordinatenlinien, und die natürlich ge- 
messene Zeit in irgendeinem Punkt ist der geodätische Abstand 
dieses Punktes von dem durch den Koordinatenanfang gehen- 
den Querschnitt z*= 0. In diesem Querschnitt selber kon- 
struiert man durch „natürliche“ Messungen ein dreidimensionales 
Koordinatennetz z!, x, z°, mit dessen Hilfe man den Ort eines 
jeden Punktes des betrachteten kleinen Körpers definiert. Es 
sei ausdrücklich hervorgehoben, daß diese Konstruktion des Koor- 
dinatennetzes (z}, x®, x°, z*) nur unter der Voraussetzung möglich 
ist, daß man innerhalb des betrachteten Gebietes das Gravitations- 
potential durch eine lineare Funktion der Koordinaten mit ge- 
nügender Genauigkeit wiedergeben kann. Nach Gl. (58) ist das 
der Fall. 

Wir wollen nun ein kleines Stück des Fadens in der Nähe 
des Koordinatenanfangs ins Auge fassen und es in die Ebene 
der physikalischen Welt hineinprojizieren. Dadurch wird jedes 
Wertesystem (z!, x, 2°, x4) des Körpers im gravitationsfreien 
Gebiet gerade dem richtigen Wertesystem (z', z?, z?, 2*) zu- 
geordnet. Die Koeffizienten der Transformation, durch welche 
man von dem einen zum andern Koordinatensystem übergehen 
kann, bezeichnen wir ebenso, wie auf S. 12, Gl. (40): 


az da" 
sie sind aber jetzt nicht mehr als konstant, sondern vielmehr 
als lineare Funktionen der Koordinaten anzusehen: 
(60) 


4 
+ 
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Es wird sich nun darum handeln, die Größen 5} und a‘; einzeln 
aus den @(” und den g/” zu berechnen. 


Da die Transformationskoeffizienten keine Konstanten sind, 
so sind die Projektionen der einzelnen Weltlinien des Faden- 
stückes in der Koordinatenebene (z’, z?, z°, x*) schwach gekrümmte 
Linien in zeitartiger Richtung, ebenso ist. die Projektion des 
senkrechten Querschnittes ein schwach gekrümmtes dreidimen- 
sionales Kontinuum. Dasselbe gilt für den schiefen Querschnitt 
z4=0 und die darauf senkrecht stehenden z*- Koordinaten- 
linien. Beschränken wir uns aber auf die unmittelbare Um- 
gebung des Koordinatenanfanges, so können wir, wenn wir den 
Bereich nur klein genug wählen, das dreidimensionale Konti- 
nuum z*=0 als eben und die Projektion der z*-Achse als 
Gerade ansehen. In der (z!, z?, x?, x*)-Ebene stehen aber die 
z'-Ebene und die z*-Achse im allgemeinen nicht aufeinander 
senkrecht, da bei der Projektion die Winkel etwas verzerrt 
werden. Wir wählen nun die Richtung der Projektion der 
z%-Achse zugleich als die z*-Koordinatenachse unserer vernunft- 
gemäßen Koordinaten. Die auf ihr senkrecht stehende Ebene 
z* = 0 ist von der Ebene x*=0 zu unterscheiden. In dem 
betrachteten kleinen Bereich werden wir mit konstanten Trans- 
formationskoeffizienten 5% und 5% rechnen. Nun gehört nach 
unserer Definition der x*-Koordinatenlinien ein bestimmtes 
Wertesystem z!, x, 2° immer zu einem bestimmten Wertesystem 
x3 bei ganz beliebigem z*. D.h. 2’, z?, 2° hängen nur 
von x, 2°, x° ab, und umgekehrt: 


(22) =0, (22) =0; h=1,2,3; 
0 0 


a 6 
oder, was dasselbe ist: 
(61) howl, 2,8, 
Ferner ist nach (41) und (42): 

bi = VO, = 1. 
Nach (61) ergibt sich: 
(62) Vor; 
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Zur Berechnung der übrigen Transformationskoeffizienten 
b,* haben wir die folgenden Gleichungen: 


a hk 

(63) b,* . b,* + . b,* Va’ hk= 1, 2, 3, 

und: 


hd 
(64) 44+ + = Va’ h = 1,2,3. 
Über die Richtungen der z', z?, z?-Achsen soll die Fest- 
setzung getroffen werden, daß der betrachtete Körper in der 
Nahe des Koordinatenanfanges relativ zu ihnen dieselbe Lage 
habe, wie im Hilbertschen Kontinuum relativ zu den z', z?, z’- 
Achsen. Denken wir uns im Hilbertschen Kontinuum (im 
gravitationsfreien Gebiet) eine kleine Kugel im z!, x, z°-Raum, 
so entspricht ihr in dem z', r?, x?-Raum (d. h. im Gravitations- 
feld) ein dreiachsiges Ellipsoid. Die drei Hauptachsen dieses 
Ellipsoides sollen nun relativ zu den x’, x*, »?-Richtungen ge- 
rade ebenso liegen, wie die ihnen entsprechenden drei auf- 
einander senkrechten Kugeldurchmesser relativ zu den z', z?, x°- 
Richtungen. Damit dies der Fall sei, ist notwendig und hin- 
reichend: 


65) bh = bk: 
k h k h ’ 


Die sechs Größen 4," sind durch die sechs Gleichungen (63) 
eindeutig bestimmt. Für die drei Größen 5,* haben wir die 
drei linearen Gleichungen (64), 4," und ,* endlich sind durch 
(61) und (62) gegeben. Damit ist die Berechnung der sämt- 
lichen Größen b,* durchgeführt. Die Geschwindigkeit q, mit 
welcher sich der Körper in dem (z!, z?, x’, x*)-Koordinaten- 
system vorwärts bewegt, berechnet sich aus der „natürlich ge- 
messenen‘“ Geschwindigkeit § durch folgende Gleichungen: 


(66) qh = gt dy 
bt at + q? + 

Wir wenden uns nun der Berechnung der Koeffizienten a}, in 

den Ausdrücken (60) für $,* zu. 


Wir notieren zunächst die aus (60) ohne weiteres folgen- 
den Beziehungen: 


E 
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Da nun: 


so folgen die 24 Gleichungen: 
(68) b} = 
Ferner ist: 
BY BE = + a, + a,)) 


a ahk oh 
69 y -— ( Ahk 
(68) dx dx \Va 
gesetzt ist, so ergeben sich die weiteren 40 Gleichungen: 


wo die 5,'* nach (69) aus den #4” und den {,“” zu berechnen 
sind. Die 64 linearen Gleichungen (68) und (70) bestimmen 
die 64 Größen a,,* eindeutig. 
Die Ausrechnung ergibt: 


(71) a, ; 


wo das Symbol mit der geschweiften Klammer das Christof- 
felsche Symbol, Gl. (12) auf S. 4, bedeutet, wenn man darin 
die Größen mit dem Zirkumflex ~ einsetzt. Man kann (71) 
leicht durch Einsetzen in (68) und (70) verifizieren. Wir haben 
nunmehr für die Transformationskoeffizienten gefunden: 
“sy 

Es sei nun das eigene Gravitationspotential des im gra- 
vitationsfreien Gebiet mit der Geschwindigkeit 4 bewegten 
Körpers in dem Punkte z', x’, z°, z* mit ©“” bezeichnet, das 
Gravitationspotential in dem entsprechenden Punkt x’, x”, z*, z* 
desselben Körpers, wenn er sich im Gravitationsfeld &“” mit 


0% = 
NT 
=— jt = 
Va 
Da nun: © 
ahk hike | 
Vo Vö, dx \yü 
wo der Einfachheit halber: 2 


24 G. Mie. 


der entsprechenden Geschwindigkeit q [Gl. (66)] bewegt, mit 
dann ist: 


(73) wt’ = Br . whk 4 


wo die Ausdriicke (72) einzusetzen sind. Beachtet man nun, 
daß nach (14) auf S. 4: 


Yo = (1 + 2‘), 
so bekommt man: 
“> 


78 


oder, kürzer geschrieben: 


A 
OM = — (or arr. 
u 
(74) 


(75) or = Va, 


Hier bedeutet also &“” den Wert des Gravitationspoten- 
tials, welcher aus “” entsteht, wenn sich der Körper in einem 
Gebiet konstanten Gravitationspotentials @“” bewegt. 

In allen Fällen, die praktisch von Bedeutung sind, hat 


AN. 
man nicht nur die g””, bzw. die % i} als sehr klein zu 
rechnen, sondern auch die Abweichungen des Gravitations- 
potentials #“” vom skalaren Wert 1 überhaupt, d. h. die 
Größen &"” — 5. Vernachlässigt man nun in den Gleichun- 
gen (64) und (65) die Größen höherer Ordnung und setzt man 
in (62) = demselben Grad der Annäherung 1/6,, = #** und 
6* = (1+ so bekommt man: 

1 


bt = 


hk = 1,2,3; 


Alt, bF=0, 


Op 
Vo ( 
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Ist die Geschwindigkeit q des Körpers klein gegen Licht- 
geschwindigkeit, so kann man unter Vernachlässigung der 
Größen höherer Ordnung in Formel (66) einfach 

setzen. Dasselbe gilt für die Geschwindigkeiten der Drehungen 
und Schwingungen um den Massenmittelpunkt. Man hat also 
in (75a) unter @** das eigene Gravitationspotential des Körpers 
zu verstehen, welches er unter sonst unveränderten Verhält- 
nissen in einem an und für sich gravitationsfreien Gebiet 
zeigen würde. 

Für die Feldstärke der Gravitation berechnet sich aus 
74) und (75): 


“~~ AN 

a . ra ra ra 


Die Feldstärke der Gravitation setzt sich also additiv zu- 
sammen aus der Feldstärke des eigenen Feldes des Körpers 
94”, welche aus der Feldstärke des im gravitationsfreien Raum 
ruhenden Körpers durch die lineare Transformation der Rela- 
tivität der Bewegung und der Relativität des Gravitations- 
potentials gewonnen wird, und aus der Feldstärke des äußeren 
Feldes $“”, welche in der durch (77) angegebenen Weise durch 
das Gravitationspotential des Eigenfeldes des Körpers beein- 
flußt wird. In Entfernungen, wo man dieses Eigenpotential 
gleich dem Skalar 1 setzen kann, wird w“” = @"”, und dem- 
entsprechend nach Gl. (15) auf S.4 g«” =g#”. Im Innern 
des Körpers ist nach (77) §“” immerhin von gleicher Ordnung 
sehr klein, wie g“” selbst. 

Die FeldgréBen f,, berechnen sich nach Gl. (21) als 
homogene lineare Funktionen der g«”, folglich ist auch: 


(78) 


ur ar? 


(72) = 
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wo 2. die FeldgréBe des Eigenfeldes bedeutet, nachdem die 
Transformationen der Relativität der Bewegung und der Rela- 
tivität des Gravitationspotentials darauf angewendet worden 
sind und wo fi, die unveränderte Feldgröße des äußeren 
Feldes bedeutet. Wenn man nämlich die Formel (77) mit 
(15), (21) und (18) vergleicht, so erkennt man, daß in der Tat: 


daß also f“, ganz unabhängig vom Eigenpotential des Körpers 
an der betreffenden Stelle ist. 


Die Feldgröße {}., des äußeren Feldes wird durch die An- 
wesenheit des Eigenfeldes des Körpers nicht beeinflußt, die Feld- 
größe des Eigenfeldes dagegen muß nach dem Prinzip der Rela- 
tivität des Gravitationspotentials in ll transformiert werden. 


Diese scheinbare Unsymmetrie erklärt sich sehr einfach 
aus unseren Festsetzungen iiber die Koordinaten. Das Koor- 
dinatensystem (z', zx’, x*, x*) ist nämlich von dem natürlichen 
Koordinatensystem (z', z?, x’, z*) des kleinen Körpers verschieden, 
dagegen ist nach (58) jeder Punkt (z!, x, z°, z*) im Felde des 
Körpers einem Punkt in dem äußeren Feld, aus welchem man 
sich den Körper weggedacht hat, mit genau denselben Koor- 
dinatenzahlen zugeordnet. Der Grund für die verschiedene 
Behandlung der beiden Felder liegt darin, daß in genügender 
Entfernung von dem kleinen Körper das Potential seines Eigen- 
feldes den skalaren Wert 1 annimmt, während das äußere 
Feld hier einen von &#” nur wenig verschiedenen Wert hat. 
Allgemein kann man den in (78) enthaltenen Satz so aus- 
sprechen: 


Die Feldgrößen f'., zweier Gravitationsfelder uddieren sich 
einfach, nachdem man die linearen Transformationen, welche sich 
aus dem Prinzip der Relativität der Geschwindigkeit und des 
Gravitationspotentials an ihnen als notwendig ergeben, aus- 
geführt hat. 


Für die g“” existiert ein derartig einfaches Additions- 
theorem nicht. Man gewinnt g“” nach Formel (21), bzw. (77). 


- 
ar 

| 
* 
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Die Bewegungsgleichungen eines kleinen Körpers (eines Steines) 
im Schwerefeld. 

7. Wir stellen nun zunächst die Impuls-Energiegleichungen 
für einen Körper auf, der so klein ist, daß man schon nahe 
an seiner Oberfläche sein Eigenpotential #“” gleich dem skalaren 
Wert 1 setzen kann, auch wenn man sehr genau rechnet. Ein 
Beispiel bietet uns ein schwerer Stein im Feld der Erde, dessen 
Eigenfeld bekanntlich ohne weiteres gestrichen werden darf. 


Wenn sich dieser Körper mit der Geschwindigkeit q in 
dem Schwerefeld bewegt, so beschreibt sein Volumen 7 in der 
unendlich kleinen Zeit dt einen sehr kurzen schiefen vier- 
dimensionalen Zylinderstumpf (Fig. 2), welcher oben und unten 
durch die dreidimensionalen Querschnitte 7 zur Zeit ¢ und zur 
Zeit ¢-+ dt begrenzt wird, und von dem kurzen dreidimen- 
sionalen Zylindermantel umgeben ist, den die Oberfläche F des 
Volumens Yin der Zeit dt beschreibt. Die Querschnitte V sind dem 
auf der z*-Koordinatenachse senkrechten + 
Koordinatenraum parallel. Den Zylinder- 
mantel zerlegen wir in unendlich schmale dt 
Streifen dS, welche die einzelnen Ele- rt 
mente d F der Oberfläche des Körpers V = 
in der Zeit dt beschreiben. Diese Streifen ”.® 
wollen wir auf die vier Koordinatenräume projizieren, die Pro- 
jektionen mögen dS, heißen. Werden die Projektionen von d F 
auf die drei Koordinatenebenen im Raume z* = const mit dF, 
dF, dF, bezeichnet, so gilt: 


d8,=+i-dF,-dt, d,=+i-dR,-dt, d8,=+i-d¥,-dt, 
Wir bilden nun über die linke Seite der Aten Impuls- 
gleichung: 


= 0 


das vierdimensionale Volumenintegral über den Inhalt des be- 
schriebenen Zylinderstumpfs. Nach dem Gaussschen Satz ist 
es gleich dem Oberflächenintegral über seine dreidimensionale 
Oberfläche, also: 
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d 
+ 


Der erste Summand ist das Integral über den Zylindermantel, 
der zweite das Integral tiber die beiden Querschnitte, die den 
Zylinderstumpf beiderseits begrenzen. 

Wir setzen nun für die T,* die Ausdrücke (33) S. 10 ein 
und benutzen zugleich (77) und (78); dann bekommen wir, wenn 
wir dt wegheben und mit —i multiplizieren, beispielsweise 
für k= 1: 


ae — tat) 4+ Gt. 
-d¥F,+q?- dF, dF) 
d /[s any auy 
-dV=0. 


(79) 


Hier bedeuten alle mit einem versehenen Größen die- 
jenigen Größen, welche das Verhalten des betrachteten Körpers 
beschreiben, nachdem sie den linearen Transformationen der 
Relativität der Bewegung und der Relativität des Gravitations- 
potentials unterworfen worden sind. Die mit dem ~ ver- 
sehenen Größen bedeuten das unveränderte äußere Feld, die 
mit A versehenen Größen sind äußere Feldgrößen, welche 
durch die Anwesenheit der Materie nach (77) ein wenig modi- 
fiziert sind. 


Man kann in Gl. (79) den Faktor von dF, in dem ersten 
Integral noch etwas umformen. Es ist nämlich: 


| 

i. 

uy 

l 

ra 
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Denn die rechte Seite geht aus der linken Seite einfach da- 
durch hervor, daß man 

anstatt: u, v, ß, o 

schreibt: r, u, », a, o, ß. 
Beachtet man nun (77), ferner (20) und vor allem (21), so 
heißt dies: . 

Ga" = 80”. 

Demnach kann man das erste Integral in (79) folgender- 

maBen schreiben: 


(79a) fi: + + ft, gi’) 


In jedem einzelnen Integral auf der linken Seite von (79) 
können wir nun vier Teile unterscheiden. Der erste enthält 
ein TS, der zweite Ausdrücke von der Form f“ mv? Gp, der 
dritte Ausdriicke von der Form ae 65”, der vierte Aus- 
drücke ae 65”. Der vierte Teil, welcher in den §%” von 
zweiter Ordnung ist, kann in der Näherung, mit welcher wir 
hier fortwährend rechnen, ohne weiteres weggelassen werden. 
Die drei ersten Teile wollen wir einzeln durchdiskutieren. Der 


erste Teil: 
(79b) [Js 34) + +i-g?- 


ist An ganz identisch mit der linken Seite der ersten 
Impulsgleichung, welche wir in 5. ausgerechnet haben. Während 
aber in 5. die Transformationskoeffizienten konstant gerechnet 
wurden, sind sie hier lineare Funktionen der Koordinaten. 
Infolgedessen ist hier das Gleichgewicht der Eigenfelder nicht 
mehr ungestört, und man kann die Summe (79b) der eben 
hingeschriebenen Integrale nicht mehr, wie in 5. gleich Null 
setzen. Die Störung der Eigenfelder macht sich als eine ge- 
wisse Gegenkraft gegen die Veränderung des Bewegungsimpulses 
geltend, welche man „Trägheitswiderstand‘“ nennt, und diesen 
Trägheitswiderstand gibt (79b) an. Das erste Integral in (79b), 
welches über die Oberfläche 7 des Volumens 7 zu erstrecken 
ist, können wir gleich Null setzen. Denn im Begriff des 
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„materiellen Körpers“ ist die Voraussetzung enthalten, daß 
man eine den Körper umschließende Oberfläche F angeben 
kann, außerhalb welcher die Eigenfelder des Körpers zu Energie 
und Bewegungsimpuls nichts merkbares mehr beisteuern. Diese 
Voraussetzung ist identisch damit, daß man die Oberflächen- 
integrale der sämtlichen 7," auf der Oberfläche 7 und auf 
jeder noch weiteren 7 umschließenden Oberfläche gleich Null 
setzen kann. Von dem ganzen ersten Teil (79b) bleibt also 
nur übrig: 


d ta 
(80a) ar. 
Der zweite Teil lautet: 


d 


In der Näherung, mit welcher wir rechnen, haben wir 
die f;, als Konstanten anzusehen. Eine einfache Umformung 
von (79c) ergibt: 


wie aus der Definition (77) der 9.” folgt. 

Um den dritten Teil von (79) zu berechnen, machen wir 
von der Annahme Gebrauch, daß der betrachtete Körper so 
klein sei, daß sein Eigenpotential w” auf der Oberfläche # 
schon gleich dem skalaren Wert 1 gesetzt werden darf. Dem- 
entsprechend setzen wir in den Oberflächenintegralen des Aus- 
drucks (79) überall anstatt $4” ein: gf”, in dem Volumen- 
integral dagegen müssen wir §/” stehen lassen. Demnach 
lautet der dritte Teil: : 


(79d) dF, + dF, + 93+ dF)) 
zur 


| 
+ 

| 
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Da wir bei der Näherung, mit der wir rechnen, die 5%” 
als konstant anzusehen haben, ergibt eine leichte Umformung 
für (79d) den folgenden Ausdruck: 


d v a uv 


Durch Addition von (80a), (80b), (80c) bekommen wir so- 
mit schließlich für (79) die folgende Form: 


#1 2 3 
Setzt man für den Index 1 der Reihe nach 2, 3, 4 ein, 
so bekommt man die beiden anderen Bewegungsgleichungen 
und die Energiegleichung des schweren Steines. 

8. Wir wollen (80) mit Hilfe der Gl. (34) auf 8.10 noch 
etwas umformen. Im folgenden soll wieder, wie in Abschnitt 5, 
(21, 22, x8, z*) ein Koordinatensystem darstellen, in welchem der 
betrachtete Körper in einem gravitationsfreien Gebiet ruht, 
ebenso sollen Eigenpotential, Eigenfeld- und 


Impulsenergietensor des im gravitationsfreien Gebiet ruhenden 
Körpers bedeuten. Nach Gl. (34) ist: 


(80) 


Wenden wir auf diese Gleichung die in 5. ausführlich be- 
schriebene lineare Transformation mit konstantem q und kon- 
stantem ©“ an, so bekommen wir: 


Eine einfache kleine Umrechnung gibt: 


oder, da ö,, konstant ist: 


Wir integrieren nun die beiden Seiten der Gl. (81a) über 
das kleine durch Fig. 2 auf 8. 27 dargestellte Weltröhren- 
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stück und dividieren beiderseits durch i- dt. Die rechte Seite 
gibt einfach: 


(82a) - fo. 30%. a7. 


Die linke Seite gibt nach Anwendung des Gaussschen Satzes, 

wenn man auf der Oberfläche F, wie immer, &*" = @** setzt: 


oder, wenn wir dieselbe Umrechnung ausführen, die von (79d) 
zu (80c) führt: 


Wir setzen nun (82a) und (82c) einander gleich, und 
multiplizieren mit $’°, wir bekommen so: 


ars ats, A ars 
— gi’. -aV. 


In dieser Gleichung sind alle mit dem Akzent ‘ ver- 
sehenen Größen aus denen im ruhenden Körper im gravi- 
tationsfreien Gebiet durch eine lineare Transformation mit 
konstanten Koeffizienten (q und #”” konstant) gewonnen. Wenn 
wir in der Gleichung (80) alle Glieder höherer Ordnung in 
den 4,” vernachlässigen, so haben die Bi in (80) genau die- 
selbe Bedeutung wie in (82). Die Kombination von (80) mit 
(82) ergibt daher nach einer leichten Umformung der rechten 
Seite die folgende zweite Form der Bewegungsgleichungen: 


2 

2 

: (82c) 

= 

) 
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Triage und schwere Masse eines kleinen Körpers 
(eines Steines). 

9. Auf der linken Seite der Bewegungsgleichungen steht 
der Trägheitswiderstand, auf der rechten die Schwerkraft. Wir 
können also träge Masse und schwere Masse gesondert aus- 
rechnen. In der Näherung, mit der wir hier rechnen, werden 
wir aus den Ausdrücken sowohl für die träge Masse, wie für 
die schwere Masse aller Glieder, die einen Faktor 54” ent- 
halten, weglassen. Da die schwere Masse mit {“” multipliziert 
wird, so würden die von uns wegzulassenden Glieder auf der 
rechten Seite nur Glieder höherer Ordnung sein, wie wir sie 
in allen Rechnungen weggelassen haben. Aber dasselbe gilt 
auch auf der linken Seite. Da der Körper als an sich un- 
veränderlich vorausgesetzt wird, so erfährt sein Impuls nur da- 
durch zeitliche Veränderungen, daß sich seine Bewegung und das 
Gravitationspotential &“” seiner Umgebung ändert. Durch die 
Differentiation d/dt treten also auf der linken Seite Faktoren 
von der Größenordnung $;” hinzu, da die Voraussetzung der 
quasi-stationären Bewegungen die Annahme einschließt, daß 
die Ableitungen der Geschwindigkeiten des Körpers von der- 
selben Größenordnung sind, wie die go”. 

Aus dieser Überlegung ergibt sich, daß wir sowohl in (80) 
wie in (83) auf der linken Seite die Glieder mit gv” bzw. gx’ 
einfach wegzulassen haben. Die linke Seite lautet danach in 
beiden Formen: 


(84) 


Zweitens aber ergibt sich, daß wir bei den Integrationen über 
das Volumen 7 rechts wie links &“” und q als konstant, gleich 
ihren Werten im Schwerpunkt des Körpers in dem betrach- 
teten Moment, zu rechnen haben. Wie man aber diese 
Integrale berechnet, haben wir schon im Abschnitt 5 gesehen. 
Nach (56) ist: 


wo die Werte fiir die m,, aus (54) und (55) zu entnehmen sind. 
Da ferner: 


Annalen der Physik, IV. Folge. 69. 3 


7 
- 
- 
n 
- 
n 
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wenn wir den Tensor der schweren Masse des Körpers mit 
u,, bezeichnen, so gibt die rechte Seite von (80): 
(85 a) gi 

Die Form (83) benutzen wir, um zu berechnen, wie die 
schwere Masse sich mit Geschwindigkeit und Gravitations- 
potential ändert. Nach (83) haben wir nämlich: 

Die Formeln (56) liefern: 

(85b) (6,,° M,n + @,,° m,, — Mx) qi" ’ 


wo die m,, aus (54) und (55) zu entnehmen sind. 

Wir fassen die gewonnenen Resultate nun in einen Satz 
zusammen, indem wir zugleich den jetzt unnötig gewordenen 
Circumflex A über den das äußere Feld bezeichnenden Größen 
weglassen: 

Die drei Bewegungsgleichungen eines Körpers, der sich im 
einem Gravitationsfeld bewegt, lauten folgendermaßen: 


rs d 
(86) = Ir q*), 1, 2, 3) 


1 


(86b) m,, = m-«a,,, 


4 
V 
Hier bedeuten: 
o#” das Potential des Gravitationsfeldes, 
gi” die Feldstärke des Gravitationsfeldes, 
den zu ®“” reziproken Tensor, 
= |o“”| die Determinante der w’, 
m, die Ruhmasse des Kérpers in einem gravitations- 
freien Gebiet, 
q', q?, q® die Geschwindigkeit des Körpers, 
q* =i, die imaginäre Einheit. 


Die Bewegungsgleichungen der EinsteinschenGravitations- 
theorie haben also ganz dieselbe allgemeine Form, wie die 


Ar: 


Träge und schwere Masse. 35 


der Newtonschen Theorie, Es besteht aber zwischen den 
beiden Theorien ein zwiefacher Unterschied: Erstens haben 
in der Einsteinschen Theorie sowohl das Gravitationspotential 
ao”, als auch träge Masse m,, und schwere Masse u, des 
Körpers den Charakter von vierdimensionalen Tensoren. Zweitens 
sind in der Einsteinschen Theorie die träge und die schwere 
Masse keine Konstanten, sie hängen beide sowohl von der 
Geschwindigkeit des Körpers, wie von dem Gravitationspotential 
seiner Umgebung ab, und zwar nach verschiedenen Gesetzen, 
so daß also auch das Verhältnis der beiden Größen variabel 
ist. Dagegen hängt das Verhältnis der beiden Massen nicht 
von der chemischen Natur oder von irgendwelchen anderen 
Zustandsgrößen des Körpers (z. B. Temperatur) ab, außer den 
genannten. Im gravitationsfreien Gebiet nimmt der Tensor 
der trägen Masse den Charakter eines Skalars an: m = vs , 
die schwere Masse ist auch im gravitationsfreien Raum noch 
ein Tensor: 


1 1 ss V 
1-4, 


Schwere und träge Masse eines großen Körpers 
(eines Planeten). 

10. Die schwere und die träge Masse eines Planeten, auf 
dessen Oberfläche das Eigenfeld gegenüber dem äußeren Feld 
überwiegt, wie beispielsweise auf der Erdoberfläche das Erdfeld 
gegenüber dem Feld der Sonne, können wir berechnen, wenn 
wir zwei Annahmen machen: 

1) Die Feldstärken §” des äußeren Feldes sollen so klein 
sein, daß man in dem von dem Planeten eingenommenen 
Volumen 7 alle Glieder, die in ihnen von höherer Ordnung 
sind, oder die Ableitungen von ihnen enthalten, streichen kann. 


Mit den $;” sind die Ableitungen der Geschwindigkeit des 
Planeten gleichwertig. 

Dies ist die Annahme der quasistationären Bewegung. 

2) Außerhalb des von dem Planeten eingenommenen 
Volumens V ist die in seinem Gravitationsfeld enthaltene 
Energie so klein, daß es für die Berechnung seiner gesamten 
Masse ganz gleichgültig ist, ob wir uns auf das Volumen 7 

8* 
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beschränken, oder ob wir über ein beliebig großes Volumen £2 
integrieren, von welchem 7 nur ein kleiner Teil ist. Natürlich 
ist dabei vorausgesetzt, daß in 2 keine anderen materiellen 
Körper liegen. 

Diese Annahme der Begrenztheit der Materie liegt not- 
wendigerweise allen Betrachtungen über die Masse stets zu- 
grunde. 

Da wir uns, gemäß der zweiten Annahme, bei unseren 
Integrationen stets auf das von dem Planeten eingenommene 
Volumen 7 beschränken dürfen, so ist es für die Berechnung 


der Kräfte ganz gleichgültig, wie das Gravitationsfeld 5,” 
außerhalb des Planeten verläuft. Wir dürfen deshalb an Stelle 
des wirklichen Feldes, wenn es notwendig ist, ein anderes 
Feld fingieren, welches in dem Volumen J vollständig mit dem 
wirklichen Feld übereinstimmt, außen aber so verläuft, wie 
wenn es von sehr weit entfernten Massen herrihrt. Wir können 
dadurch erreichen, daß in einem sehr großen, den Planeten 
umgebenden Gebiet 2 keine andere Materie außer dem betrach- 
teten Planeten vorhanden ist. Und zwar kann man 2 so groß 
annehmen, daß man auf seiner ganzen Begrenzung das Eigen- 
potential des Planeten gleich dem skalaren Wert 1 setzen kann. 

Wir dehnen nun die Integrationen in Formel (79) und in 
Formel (82) zuerst auf das Volumen 2 aus und wenden den 
Gaussschen Satz an. Wenn wir im Lauf der weiteren Rechnung 
dann zu Volumenintegralen zurückkehren, lassen wir dagegen 
den Teil des Integrals außerhalb des Volumens V als belanglos 
außer Acht. Auf diese Weise kann man die Rechnung für 
den Planeten in genau derselben Weise und mit genau dem- 
selben Resultat durchführen, wie für den Stein. 


Die Bewegungsgleichungen eines Planeten, sowie die Ausdrücke 
für seine träge und seine schwere Masse, stimmen mit denen eines 
kleinen Steines vollkommen überein. 

Eine andere Frage ist, ob das äußere Feld durch die 
schwere Masse der Sonne allein bestimmt ist, oder ob nicht 
die Nähe des Planeten auf das von der Sonne ausgehende 
Schwerefeld von Einfluß sein kann. Ich will diese Frage, ob- 
wohl sie mit den in dieser Arbeit aufgewendeten mathematischen 
Mitteln wahrscheinlich zu lösen sein wird, hier nicht behandeln. 


” . 
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Die Einsteinsche Gravitationstheorie und die Newtonsche 
Gravitationstheorie. 

11. Um zu den Formeln der Newtonschen Theorie kommen, 
muß man jedenfalls die kleinen Veränderungen, welche die beiden 
Massen infolge des äußeren Gravitationspotentials und infolge 
der Geschwindigkeit erfahren, vernachlässigen. Dabei kommt 
man, wie wir schon auf S. 35 bemerkt haben, zu dem merk- 
würdigen Ergebnis, daß, während die träge Masse den skalaren 
Wert m, annimmt, die schwere Masse ein Tensor bleibt: 


1 1 
= =— May = 9%, h=h. 


Die Bewegungsgleichungen des schweren Körpers werden nun: 


dq 
m, = my-g,3 «1, 2, 8, 


(87) 1,4 1 22 
9. = (Ge — Ge + ga +9) 


Man gewinnt also das Newtonsche Potential y aus dem 
Einsteinschen Potential w“” nach der Formel): 


= ((o 1) — 1) + (o* — 1) + (0® — 
| = @=1,2,3 


Wenn man die Gleichungen so schreibt, werden träge und 
schwere Masse beide identisch, und zwar gleich m,, ferner 
leitet sich die Feldstärke der Gravitation von einem skalaren 
Potential wy ab. 

Außer durch die Vernachlässigung der kleinen Änderungen 
der trägen und der schweren Masse unterscheidet sich die 
Newtonsche Theorie von der Einsteinschen noch in einem 
zweiten wesentlichen Punkt. Nach der Einsteinschen Theorie 
pflanzen sich irgendwelche Änderungen der Gravitationsfelder 
mit Lichtgeschwindigkeit durch den Raum fort, nach der 
Newtonschen Theorie ist die Gravitation eine Fernewirkung, 
deren Änderungen sich momentan im ganzen Raum herstellen. 


1) Ich wähle die willkürliche Konstante, die man zu % hinzufügen 
kann, so, daß y im gravitationsfreien Raum Null wird. 


= 
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Man kann diesen Unterschied auch so formulieren, daß man 
sagt, die Newtonsche Theorie beschränke sich auf die quasi- 
statischen Felder, d.h. auf Felder, deren Änderungen so langsam 
erfolgen, daB man wegen des großen Wertes der Licht- 
geschwindigkeit nichts davon bemerkt, daß die Ausbreitung der 
Veränderung Zeit erfordert. 


Man muß also zu der Newtonschen Theorie kommen, 
wenn man erstens in den Formeln für träge und schwere Masse 
dem Einsteinschen Gravitationspotential den skalaren Wert 1 
gibt und die Geschwindigkeit q als unendlich klein gegen 1 
wegstreicht, und wenn man sich zweitens auf quasistatische 
Felder beschränkt, in welchen man die zeitlichen Ableitungen 
Ow"*/Ot gegen das örtliche Potentialgefälle do”’/d.2°, « = 
1, 2, 3, streichen darf. 


Die erste Vernachlässigung liefert aus Gl. (21) auf S. 5: 
oder mit Riicksicht auf (87): 
(89) Ga = 2+ fir + gt 


Die zweite Bedingung, die Beschränkung auf quasistatische 
Felder, verlangt, daß gi‘ gestrichen wird. 

In quasistatischen Feldern ist bei der in diesem Abschnitt 
benutzten Näherung: 
(90) 2, 8. 


Demnach ist in quasistatischen Feldern: 


divg =—2-h,,. 
Da nun aber: 


, 1 
Pag. 
so ist 2h,, = oh wenn s das spezifische Gewicht des Kérpers 


bedeutet. 
Im leeren Raum ist: 


(91) divg =0. 


& 
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Im Innern der Materie, an einer Stelle, wo das spezifische 
Gewicht s beträgt, ist: 


(92) divg=- 


Daraus folgt ohne weiteres, daß sich zwei Massen m, und 
m, nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz anziehen. Ist 
r der Abstand der beiden Massen, so ist die zwischen ihnen 
wirkende Kraft ® zu berechnen als: 


(93) 


Durch die Wahl der Hamiltonschen Funktion ® in @I.(11) 
und (13) auf 8.4 sind die Maßeinheiten der Gravitationsfeldgrößen 
in der Weise festgelegt, daß die Gravitationskonstante gleich 1/8 n ist. 

Würde man in (13) an Stelle des Zahlenfaktors !/, irgend 
einen anderen Faktor k wählen, so würden damit die Maß- 
einheiten der Gravitationsgrößen anders festgelegt, und zwar 
würde die Gravitationskonstante alsdann den Wert 1/16Akn 
annehmen. 

Man kann die Ergebnisse dieses Abschnittes in folgendem 
Satz zusammenfassen: 

Wenn man die kleinen Veränderungen, welche die träge und 
die schwere Masse der Körper durch den Einfluß des äußeren 
Gravitationspotentials und durch den Einfluß der Bewegung 
erfahren, vernachlässigt, so wird die Einsteinsche Theorie für 
quasistatische Felder völlig identisch mit der Newtonschen Gravi- 
tationstheorie. 


Die Formeln (86) können es uns ermöglichen, abzuschätzen, 
von welcher Größenordnung die bei dieser Vernachlässigung 
gemachten Fehler sein mögen, um so Fälle zu finden, an denen 
man die Einsteinsche Theorie prüfen kann. 


Das Einkörperproblem, 

12. Es sei ein weit ausgedehntes Gravitationsfeld w”, 
g9«” gegeben. In ihm bewege sich ein materieller Körper, der 
so klein ist, daß er auf die das Gravitationsfeld erregenden 
Massen nicht in merkbarer Weise einwirkt. Die Bewegung 
des Körpers ist zu berechnen. 

Das ist das Einkörperproblem. 
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Die auf den Körper wirkende Schwerkraft ®, berechnet 
sich nach (86) zu: 

Setzt man nach (15) ein: 

rs re, fal re, ot, fat 

so gibt eine leichte Rechnung: 

ak 
= m:@,,° { ar. 

oder nach (9) und (12) 


1 m , Oma 
(94a) 


m ae —— 


Der Trägheitswiderstand ist nach (86): 
d d 


d{m m „gan 
Gen Va om 


Aus (94a) und (94b) bekommt man nach einer leichten 
Umrechnung die Bewegungsgleichungen: 


m m kh 
9 — 4! —-} gtegt=0. 
04) 
Nun ist aber mit Rücksicht auf (9) und (10) nach Gl. (54): 


(94 b) 


Ferner ist: 


ds = dt. = V dar. da” 
das während der Zeit dt von dem Schwerpunkt des bewegten 
Körpers beschriebene Weltlinienstück, „natürlich“ gemessen. 
Dividieren wir nun (94) durch Yq,,,-q“+q” , und heben wir m, 
weg, so bekommen wir als Differentialgleichungen der vom 
Schwerpunkt des Körpers beschriebenen Weltlinie: 


di gi kh) dah dak 


das sind die Gleichungen der geodätischen Linie. . 


4 

ar 
g Im 
| 
| 
| 
x 

= 
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Die Weltlinie, welche der Schwerpunkt eines kleinen Körpers 
im Gravitationsfeld beschreibt, ist eine geodätische Linie des 
Hilbertschen Kontinuums. 

Dieser bekannte Satz, von welchem Herr Einstein schon 
in seinen ersten Veröffentlichungen über die Gravitationstheorie 
Gebrauch gemacht hat, läßt sich natürlich auf andere Weise 
sehr viel einfacher herleiten, als auf dem in dieser Arbeit ge- 
wählten Wege. Er dient hier nur als Probe für die Richtigkeit 
meiner Berechnungen. Ein Vorteil des von mir eingeschlagenen 
umständlicheren Weges ist vielleicht darin zu erblicken, daß 
er die Grundlagen und die Voraussetzungen des Satzes be- 
sonders eindringlich klar macht. Wichtig kann aber die hier 
durchgeführte Unterscheidung der trägen und der schweren 
Masse werden, wenn man zu schwierigeren Problemen, zunächst 
also zum Zweikörperproblem fortschreiten will. 


Die Energie der Lage. 


Nach Formel (86) auf S. 34 läßt sich die vierte Gleichung, 
die Energiegleichung, folgendermaßen schreiben: 


dU 0 
(96) Gi 


Hier bedeutet U den gesamten Energiegehalt des be- 
trachteten Körpers. Aus (96) geht ohne weiteres der folgende 
Satz hervor: 

In einem zeitlich unveränderlichen Gravitationsfeld bleibt der 
Energiegehalt eines Körpers, auf den keine anderen als Schwere- 
kräfte wirken, immer ungeändert. 

Wenn beispielsweise ein Stein zur Erde herunterfällt, so 
nimmt er dabei nicht aus dem Gravitationsfeld Energie auf, 
sondern er gewinnt die Bewegungsenergie durch eine innere 
Umwandlung seiner eigenen Atome, deren „Energie der Lage“ 
zu Bewegungsenergie wird. Wenn man umgekehrt den Stein 
in die Höhe hebt und ihm dabei Energie als Arbeit zuführt, 
so geht diese Energie nicht etwa, wie man es vom Fall des 
elektrischen Feldes zu denken gewohnt ist, in das Gravitations- 


. 
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feld über, sondern die zugeführte Energie bleibt in dem 
Stein, und seine Atome saugen sich mit „Energie der Lage“ 
voll, die sie dann beim Heruntergehen wieder abgeben können. 
der Stein erfährt, wenn er an Stellen anderen Potentials kommt, 
eine Veränderung aller seiner Atome, eine Veränderung, die 
man nach dem Prinzip der Relativität des Gravitationspoten- 
tials berechnen kann. Diese Veränderung der Atome ist be- 
gleitet von einer Änderung ihres Energiegehaltes, so kommt 
die „Energie der Lage“ zustande. Wie Herr E. Wiechert in 
seinen Arbeiten zur Gravitationstheorie ausgeführt hat, kann 
man die Veränderung, welche die Atome im Gravitationsfeld 
erfahren, so erklären, daß man das Gravitationspotential als 
ein Maß für die Dielektrizität und Permeabilität des Äthers 
ansieht. Diese Äthereigenschaften werden durch die Anwesen- 
heit von Materie beeinflußt, in der Nähe schwerer Körper 
haben sie größere Werte als fern von ihnen. Da die innere 
Energie der Atome im wesentlichen elektrischer Natur ist, so 
werden sie nach den Stellen größerer Dielektrizität, d. h. 
größeren Gravitationspotentials hingezogen, indem dabei zu- 
gleich ihre innere Energie entweder durch Arbeitsleistung ab- 
nimmt oder sich in Bewegungsenergie umsetzt. Diese Auf- 
fassung, die sich auch in der Einsteinschen Theorie in allen 
Einzelheiten durchführen läßt, hat jedenfalls den Vorzug großer 
physikalischer Anschaulichkeit. 

Wir wollen nun zu dem allgemeineren Fall übergehen, 
daß sich das Gravitationsfeld, in welchem sich der Körper 
bewegt, selber ändert. Denken wir uns etwa zwei Himmels- 
körper von ähnlicher Größe, so werden beide durch die gegen- 
seitige Anziehungskraft in Bewegung gesetzt. Jeder von ihnen 
bewegt sich also in einem Felde mit veränderlichem Zentrum, 
d.h. in einem sich fortwährend ändernden Feld. In diesem 
Fall ändert sich natürlich auch der Energiegehalt des Körpers 
selber. Um diese Energieänderung zu berechnen, addieren 
wir zu G1.(96) den Ausdruck: 

den wir durch Multiplikation der «*" Bewegungsgleichung (86) 
und Summation über «= 1,2,3 gewinnen. Die Addition 
ergibt: 


rs 


a=1,2,8, 


3 

® 

; 

; 

| 

; 
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oder: 
(98) dU = q*-d(m,,,°q") —p,,°do"*. 
a=1,2,3 


Den ersten der beiden Summanden in (98) kann man als 
„Arbeit der Trägheitskräfte“ auffassen: _ 


h 
Der zweite setzt sich zusammen aus der „Arbeit der Gravi- 
tationskraft* und aus derjenigen Energie, die infolge der 
Anderung des Gravitationsfeldes unvermerkt zwischen Feld 
und Materie ausgetauscht wird: 


= — dz? — 
a=1,2,8 

Die ‚Arbeit der Trägheitskräfte“ ist der „Arbeit der 
Gravitationskrafte* entgegengesetzt gleich, falls nicht noch 
irgendwelche anderen Kräfte auf den Körper wirken, die eben- 
falls Arbeit leisten. Der letzte Summand gibt also allein den- 
jenigen Energiebetrag an, der vom Gravitationsfeld in den 
Körper hineingeht, oder umgekehrt. 

Rechnen wir mit der — praktisch stets ausreichenden — 
Näherung der Newtonschen Theorie, so kann man die beiden 
Summanden in (98) auffassen als Änderung der Bewegungs- 
energie des Körpers dU, und Änderung der Energie der Lage, 
die seine Atome aufnehmen dU,. Es ist dann: 


dU, = + q°) = 
(98a) dU, =—m,-dy =d(— 
dU =dU,+ dU,. 


-dt. 


Hier bedeutet m, die Ruhmasse des Körpers und w das 
durch Gl. (88) auf S. 37 definierte Newtonsche Gravitations- 
potential: 


= 4. 1) - 1) + 1) + - 
=— +1). 


) y 
} 
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Aus (98a) ergibt sich als der gesamte Energiegehalt des 
Körpers im Gravitationsfeld: 


(99) U=m 

Denn der Energiegehalt des Körpers in einem gravitations- 
freien Gebiet in Ruhe ist gleich seiner Ruhmasse m,. Man 
kann die Formel (99) übrigens auch direkt aus (55b) gewinnen, 
wenn man mit derselben Näherung rechnet, die zur Newton- 
schen Theorie führt. Brauchen wir für den Massenfaktor m 
die Näherung (54a), so liefert (55b): 


Vı-a® V-g"-Yı-a Yır2y-Yı-a 

Als eine Anwendung von (99) wollen wir zwei Himmels- 
körper von den Massen m, und m, betrachten. Sei y die 
Gravitationskonstante, r die Entfernung der beiden Körper. 
Dann befindet sich m, in einem Gebiet, wo ein Gravitations- 
potential herrscht: 


m 


Der andere Körper m, befindet sich im Gravitations- 
potential w,: 
Ws = Y . . 
Bezeichnen wir weiter die Geschwindigkeiten der beiden 
Körper mit q, und q,, so bekommen wir für ihren Energie- 
gehalt: 


Den - 


Nun berechnet sich aber, wie aus der Mechanik be- 
kannt ist, der Energiegehalt des ganzen Systems der beiden 
Körper als: 


r 


wo U, die Energie der beiden Körper ist, wenn sie unendlich 
weit voneinander entfernt und in Ruhe sind, also U, = m, + m,. 
Der Vergleich von (100) und (101) lehrt uns, daß mit der Be- 
rechnung der Eigenenergie der beiden Körper das Problem 


| 
I 
| 
ing 
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noch nicht erschöpft ist. Auch der vom Gravitationsfeld er- 
füllte Äther enthält eine gewisse Menge Energie, die man 
natürlich ebenfalls nach Formel (55b) berechnen kann. In 
dem von uns betrachteten Beispiel ergibt sich in der hier be- 
nutzten Näherung diese Energie ohne weiteres durch den Ver- 
gleich von (100) und (101). Der Energiezuwachs U, des von 
dem Gravitationsfeld erfüllten Äthers bei Annäherung der 
Körper auf die Entfernung r beträgt: 


(102) Aut... 


Nun ist in der Tat: U= U, + U, + Uj. 

Wenn die beiden schweren Massen m, und m, sich um dr 
voneinander entfernen, so gewinnt jede von ihnen an Energie der 
Lage denselben Betrag, nämlich y+m,-m,-dr/r*, gleichzeitig 
verliert der Äther an Energie des Gravitationsfeldes denselben 
Betrag, so daß der gesamte Zuwachs der Gravitationsenergie des 
ganzen Systems nur der einfache Betrag y+m,-m,+dr/r? ist. 

Um diesen Betrag vermindert sich also die Summe der 
Bewegungsenergien der beiden Körper. 

Ich kehre nun noch einmal zu dem Beispiel des schweren 
Steins zurück. Seine Masse sei m, das Gravitationsfeld der 
Erde sei g. Heben wir den Stein um die Strecke A in die 
Höhe, so saugt er die Energie der Lage m-g-h auf, es ist 
das die ganze ihm beim Heben zugeführte Arbeit. Genau 
dieselbe Energie nimmt auch die Erde auf, weil das von dem 
Stein ausgehende schwache Gravitationsfeld auf die weit aus- 
gedehnten Massen der Erde eine energievermindernde Wirkung 
ausübt. Infolgedessen nehmen die Atome der Erde bei Ent- 
fernung des Steines etwas Energie auf, und zwar im ganzen 
m-g-h. Da sich die Erde bei dem betrachteten Vorgang nicht 
bewegt, so schlüpft diese Energie, ohne daß wir etwas davon 
bemerken, aus dem Gravitationsfeld im Äther, welches die 
Energie m-g-h verliert, in die Atome der Erde hinein. 


Zusammenstellung der Ergebnisse, 

1) Die Einsteinsche Theorie der Gravitation läßt sich 
vollkommen in die Form bringen, welche sich für die Unter- 
suchungen über das Problem der Materie als die geeignetste 
erwiesen hat. Man muß zu dem Zweck als Gravitations- 


= 
A 
| 
| 
| 
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potential w” und als Feldstärke g“” die folgenden Größen 
wählen: 
ar =— ger=- 
a 
Man bekommt aus der von Einstein angegebenen Hamilton- 
schen Funktion ® die zweite Art der Feldgrößen der Gravi- 
tation F, und die Dichte der schweren Masse h,, in der 


üblichen Weise: 


Das Hamiltonsche Prinzip gibt dann die Gravitations- 
gleichungen: 


Die zweite Art der Gravitationsgrößen = sind den Chri- 
stoffelschen Symbolen nahe verwandt: 


Ferner ist: 


2) Wenn man Glieder höherer Ordnung in den Ableitungen 
0 o"”/öz“ und höhere Ableitungen vernachlässigt, so kann man 
Gravitationsfelder addieren. Es gilt dann der Satz: 

Die Feldgrößen a zweier Gravitationsfelder, oder was 
dasselbe ist, ihre Christoffelschen Symbole, addieren sich 
einfach, nachdem man die linearen Transformationen, welche 
sich nach dem Prinzip der Relativität der Geschwindigkeit 
und des Gravitationspotentials an ihnen als notwendig ergeben, 
ausgeführt hat. 

Für die FeldgréBen g“” gibt es ein derartiges einfaches 
Additionstheorem nicht. 

Ist beispielsweise ein sehr ausgedehntes Gravitationsfeld 
gegeben, dessen Größen wir durch einen Circumflex kenn- 


zeichnen: 
AN 


v 
Suv v a u 


fü am, é@ 

an, 

tate 
| 
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und bringen wir in dieses Feld einen verhältnismäßig kleinen 
Körper hinein, so müssen wir zunächst auf die Größen, die 
das Eigenfeld dieses Körpers darstellen, und die in einem 
gravitationsfreien Gebiet: 


sein mögen, die lineare Transformation anwenden, welche sie 
für ein Gebiet vom Gravitationspotential &“” umwandeln. Die 
auf diese Weise umgerechneten Größen bezeichnen wir durch 
einen Akzent: 


ur 
ur? { 
Dann behauptet unser Satz, daß die Feldgröße f an irgend- 
einer beliebigen Stelle im ganzen den Wert hat: 


Sur a 
an”, i 


Dabei ist übrigens die beschränkende Annahme über die 
Kleinheit der Ableitungen nur für das ausgedehnte äußere 
Feld 6” notwendig. Für das Eigenfeld des Körpers @«” sind 
keinerlei einschränkende Voraussetzungen erfordert. 

Bei der Feldstärke g“” muß man unterscheiden: den Wert 
der äußeren Feldstärke bei Abwesenheit jeder Materie gx” 
und den Wert der äußeren Feldstärke $“” in dem Bereich des 
kleinen Körpers, nachdem er in das Feld eingeführt ist. Esgilt: 


Die ganze Feldstärke an irgendeiner Stelle ist dann: 
gt” gu” + ger. 
Das Gravitationspotential selber ist: 
CoM” =  Gure 


In dieser letzten Formel bedeutet &“” den Wert, den man 
bekommt, wenn man ö“” mit konstanten Transformations- 
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koeffizienten umrechnet, welche den Werten entsprechen, die 
o” und q im Koordinatenanfang haben. Wenn man @** — 6; 
als sehr klein rechnet und alle Glieder, die in diesen Größen 


von höherer Ordnung sind, wegstreicht, so kann man die &“” 
ausrechnen: 


h=1,2,8 

Der Index 0 soll den Wert im Koordinatenanfang an- 
deuten. Dabei ist für das Koordinatensystem (z!, z?, x°, z* 
festgesetzt, daß erstens der Körper in ihm dieselben Bewegungen) 
macht, wie in dem gravitationsfreien Gebiet (z!, z?, x, x4), wo 
sein Potential »“” beträgt, und daß zweitens die Lage der 
z', z?, x’-Achsen zu dem Körper im Gravitationsfeld dieselbe 
ist, wie die der z!, x?, z3-Achsen zu dem Körper im gravitations- 
freien Gebiet. Bei der Formulierung dieser Bedingungen muß 
auf die Verzerrung der Längen und Zeiten durch den Einfluß 


des Gravitationspotentials in geeigneter Weise Rücksicht ge- 
nommen werden. 


3) Unter zwei Voraussetzungen lassen sich die Impuls- 
energiegleichungen der Einsteinschen Theorie auf eine Form 
bringen, die im wesentlichen dieselbe ist, wie die der Newton- 
schen Mechanik. 


Erstens: Außerhalb des von dem betrachteten Körper ein- 
genommenen Volumens / ist die in seinem Gravitationsfeld 
enthaltene Energie so klein, daß es für die Berechnung seiner 
gesamten Masse und seiner Impulsgrößen ganz gleichgültig ist. 
ob wir uns auf das Volumen V beschränken oder ob wir über 
ein beliebig großes Volumen integrieren, von welchem V nur 
ein kleiner Teil ist. 

Dies ist die Voraussetzung der Begrenztheit der Materie, 
ohne welche der Begriff der Masse gar keinen Sinn hätte, 

Zueitens: Die Feldstärken g“” des äußeren Feldes sollen 
so klein sein, daß man innerhalb des von dem Körper ein- 
genommenen Volumens / alle Glieder, die in ihnen von höherer 
Ordnung sind, streichen kann. Ebenso sollen alle höheren 


| 
| 
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Ableitungen des Gravitationspotentials gestrichen werden. Mit 
den g«“” sind die Ableitungen der Geschwindigkeit des Körpers 
gleichwertig. 

Dies ist die Annahme der quasistationären Bewegung des 
Körpers. 

Unter diesen beiden Annahmen ergeben sich als die 
Bewegungsgleichungen des Körpers im Gravitationsfeld: 


= a = 1, 2, 3, 


1 
=— 7» Wis + — * * qi, 


= M+ Opa, 
4 
Vo 


V _ 


m= m,’ 


hier bedeuten: 


ow” das Potential des Gravitationsfeldes, 

gt” die Feldstärke des Gravitationsfeldes, 

ow” den zu w#” reziproken Tensor, 

=|@,,| die Determinante der wer, 

m, die Ruhmasse des Körpers in einem gravitations- 

freien Gebiet, 

a!, q?, q° die Geschwindigkeit des Körpers, 

q* = i, die imaginäre Einheit. 

Für die w,, und die gq’ sind die Werte im Schwerpunkt 
des Körpers einzusetzen, alle Glieder mit g“” und mit den 
Ableitungen der q* sind aus den Ausdrücken für die Größen 
fr, und m;. zufolge der Annahme der quasistationären Bewegung 
weggestrichen. 

In zwei Punkten unterscheiden sich die Bewegungs- 
gleichungen der Einsteinschen Gravitationstheorie von den 
Gleichungen der Newtonschen Mechanik: 

Erstens: Sowohl das Gravitationspotential ®“”, wie auch 
die träge Masse m,, und die schwere Masse u,, des Körpers 
haben den Charakter von vierdimensionalen Tensoren, während 
sie in der alten Mechanik Skalare sind. 

Zweitens: Träge und schwere Masse sind keine Konstanten, 
sie hängen beide sowohl von der Geschwindigkeit des Körpers, 

Annalen der Physik. IV. Folge. 69. 4 
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wie vom Gravitationspotential seiucr Umgebung ab, und zwar 
nach verschiedenen Gesetzen, so daß auch ihr Verhältnis 
variabel ist. Von der chemischen Natur des Körpers oder von 
seinem sonstigen physikalischen Zustand (Temperatur usw.) hängt 
das Verhältnis nicht ab. 

Es ist für die Einsteinsche Gravitationstheorie sehr 
charakteristisch, daß ihr zufolge die materiellen Elementarteilchen 
in dem Feld fast unverändert existenzfähig bleiben. Das ist 
der Grund, weswegen sie zu einer Mechanik führt, die sich 
von der Newtonschen Mechanik nur in unwesentlichen Punkten 
unterscheidet. Wenn man die Gedankengänge der vorliegenden 
Arbeit aufmerksam verfolgt, besonders in Abschnitt 6, so wird 
man sich dem Eindruck kaum entziehen können, daß die 
Einsteinsche Theorie wohl die einzige Theorie sein dürfte, 
die dies leistet. Denn das bedeutet im Grunde das Prinzip 
der allgemeinen Transformierbarkeit: daß sich die materiellen 
Teilchen den Änderungen des Gravitationspotentials im Felde 
anschmiegen können. Ich halte dies für die hervorstechendste 
Eigenschaft der Theorie, wegen welcher nach meiner Meinung 
alle anderen Theorien verworfen werden müssen, solange nicht 
ganz dringende Gründe gegen die Einsteinsche Theorie vor- 
gebracht werden können. 

4) Im Falle des Einkörperproblems ergeben die von mir 
aufgestellten Bewegungsgleichungen den bekannten Satz: 

Der Schwerpunkt eines Körpers, der sich in einem weit 
ausgedehnten Gravitationsfeld bewegt und der so klein ist, daß 
er auf die das Feld erregenden Massen keine merkbare Rück- 
wirkung ausübt, beschreibt als Weltlinie eine geodätische Linie 
des Hilbertschen Kontinuums. 

5) Wenn man die kleinen Änderungen, welche die träge 
und die schwere Masse der Körper durch den Einfluß der 
Geschwindigkeit und des Gravitationspotentials erfahren, ver- 
nachlässigt, so gehen die Bewegungsgleichungen der Einstein- 
schen Theorie völlig in die Bewegungsgleichungen der Newton- 
schen Mechanik über. 

Das Newtonsche Gravitationspotential berechnet sich als: 


wot. — 1) — (@" — 1) + — 1) + 1)) 
=- +1) 


a 
a 
= 
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wenn man die willkürliche additive Konstante so wählt, daß 
im gravitationsfreien Raum wy = 0 wird. 

Beschränkt man sich auf den Fall quasistatischer Felder, 
so geht die Einsteinsche Theorie überhaupt vollständig in 
die Newtonsche Gravitationstheorie tiber. Definiert man die 
Feldstärke g als: 


ga = a=1l, 2, 3, 


0 
so wird im quasistatischen Feld: 
Ga = 2. ke 4? 


woraus dann folgt: 
im leeren Raum: divg = 0 
in der Materie: divg = — 45, 


wenn man mit s das spezifische Gewicht der Materie bezeichnet. 
Die Gravitationskonstante hat in dem durch die Wahl der 
Hamiltonschen Funktion festgelegten Maßsystem den Wert 
1/8 x. Man kann jedoch dadurch, daß man der Hamilton- 
schen Funktion einen Zahlenfaktor zufügt, das Maßsystem 
beliebig ändern, und so der Gravitationskonstante jeden be- 
liebigen Wert verleihen. 

6) Für die Energieverhältnisse im Gravitationsfeld ist 
besonders charakteristisch, daß sich nicht nur die Energie im 
Gravitationsfeld ändert, sondern daß die Atome der Materie 
selber „Energie der Lage“ aufnehmen und wieder abgeben 
können. Wenn man sich auf die Näherung der Newtonschen 
Theorie beschränkt, die in allen praktischen Fällen die Vorgänge 
mit sehr großer Genauigkeit wiedergibt, so kann man sagen, 
daß der gesamte Energiegehalt « eines Körpers sich folgender- 
maßen berechnet: 


m 1 
Vi +2-y = tzm — 
Hier bedeutet m, die Ruhmasse des Körpers, welche identisch 
ist mit seiner Ruhenergie, q seine Geschwindigkeit, also m, - q?/2 
die Bewegungsenergie, w das Gravitationspotential an dem 
Ort des Körpers und — m,-y die „Energie der Lage“ seiner 
Atome. Die Energie der Lage eines Körpers kann sich auf 
zweierlei Art ändern: erstens dadurch, daß er sich in dem 
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Gravitationsfeld bewegt, dann ist die Anderung seiner Energie 
der Lage gegeben durch die „Arbeit der Gravitationskraft“ 
+ 9,d2 + 9,-dz), zweitens dadurch, daß sich 
das Gravitationspotential selber zeitlich verändert, dann schlüpft, 


ohne daß wir es merken, Energie im Betrage — mt -dt 


von dem Gravitationsfeld in ihn über. Aus diesen beiden 
Teilen setzt sich die gesamte Anderung der ,,Energie der Lage“ 
des Körpers additiv zusammen: 


oy 
WO g, = 5, usw. 

Aus der Gleichheit von Kraft und Gegenkraft in quasi- 
statischen Feldern folgt, daß bei einer relativen Verschiebung 
zweier gravitierender Massen die beiden Massen dieselbe 
Änderung ihrer Energie der Lage erfahren. Gleichzeitig ändert 
sich dann stets die im Äther im Gravitationsfeld aufgespeicherte 
Energie und zwar ebenfalls um denselben Betrag, aber im 
entgegengesetzten Sinn. Daher ändert sich die Gravitations- 
energie des ganzen Systems, das aus den zwei Körpern und 
dem Gravitationsfeld zusammengesetzt ist, gerade um denselben 
Betrag, wie die Energie der Lage eines der beiden Körper. 

Wenn man beispielsweise einen Stein im Erdfeld hebt, so 
saugt er die ganze ihm zugeführte Arbeit als Energie der Lage 
ein. Um denselben Betrag vergrößert sich aber zugleich auch 
die Energie der Lage in den Atomen des benachbarten Bereichs 
der Erde, ohne daß man hiervon etwas merkt. Denn durch 
das Heben des Steines wird der Wert des Gravitationspotentials 
in der Erde in seiner Umgebung etwas geändert. Die Energie, 
welche die Erde gewinnt, schlüpft aus dem Gravitationsfeld, 
dessen Energie sich um denselben Betrag verringert, unbemerkt 
in den Erdboden hinein. 

Eine sehr anschauliche Vorstellung über die Ursache der 
inneren Veränderungen, die die Atome im Gravitationsfeld 
erfahren, und denen ihre ,,Energie der Lage“ entspricht, hat 
E. Wiechert entwickelt. Nach ihm bedeutet das Gravitations- 
potential nichts anderes als ein Maß für die Dielektrizität und 
die Permeabilität des Athers, Durch die Anwesenheit der 
Materie werden diese beiden Ätherkonstanten verändert und 
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zwar in der Weise, daß sie in der Nähe schwerer Massen 
größer sind als entfernt von ihnen. Da die Energie der Materie 
im wesentlichen elektrischer Natur ist, so ist ohne weiteres 
klar, daß die Materie immer in die Stellen größerer Dielek- 
trizität hineingezogen wird und dabei zugleich an innerer 
Energie abnimmt. Diese Auffassung, die sich auch für die 
Einsteinsche Gravitationstheorie in allen Einzelheiten durch- 
führen ließe, scheint mir den physikalischen Sinn der Theorie 
am besten wiederzugeben. 


Halle a. S., Physik. Inst. d. Univ., 8. April 1922. 


(Eingegangen 12. April 1922.) 
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2. Absolute Entropie und chemische Konstante; 
von Karl F. Herzfeld, 


In diesen Annalen hat kürzlich eine Diskussion!) über das 
im Titel genannte Thema stattgefunden. Es sei gestattet, 
hierzu einige Bemerkungen zu machen und daran prin- 
zipielle Überlegungen zu knüpfen, die das Verhältnis einiger 
Ableitungen der Entropiekonstanten klarstellen sollen. 

Die Schwierigkeiten in der Kombinatorik lassen sich viel- 
leicht auf einem Weg umgehen, den Verf. in einigen Arbeiten?) 
benützt hat, wobei die Bedeutung jedes einzelnen Schrittes 
deutlich wird. 

Wir führen mit Planck das Zustandsintegral ® eines 
Moleküls, erstreckt über den ,,u-Raum“ ein 


Hier ist U, die kleinste Energie®), die das Molekül haben kann, 
um noch zu dem betrachteten Körper zu gehören, E, die 
darüber hinausgehende kinetische, E, die darüber hinaus- 
gehende potentielle Energie, &....{ sind die zu den s Frei- 
heitsgraden gehörigen Momente, x die zugehörigen Koordi- 
naten. Die Integration über die letzteren ist dabei über den 
ganzen zur Verfügung stehenden Raum zu erstrecken. Be- 
trachtung der Arbeitsleistung bei unendlich kleinen Verschie- 
bungen lehrt, daß das thermodynamische Potential ¢ mit ® 
durch die Gleichung verbunden ist 
e FT AQ. 


1) P. Ehrenfest u. V. Trkal, Ann. d. Phys. 65. S. 609. 1921; 
M. Planck, ebenda 66. S. 365. 1922. 

2) K. F. Herzfeld, Zeitschr. f. phys. Chem. 95. S. 139. 1920; 
Phys, Zeitschr. 22. S. 186. 1921; 28. S. 95. 1922. 

3) Es ist genauer U,-+7,v zu schreiben, vgl. K. Herzfeld, 
Zeitschr. f. phys. Chem. a.a.0. Eine gewisse Schwierigkeit liegt darin, 
daß man beim Gas U, allein zu schreiben hat, um das richtige £ zu 
erhalten. 
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Hierbei waren Änderungen der Molekülzahl n noch nicht in 
Betracht gezogen. Um die Abhängigkeit von n zu erhalten, 
muß man Gleichgewichte betrachten (bzw. nach Ehrenfest 
n reversibel ändern).!) Betrachtet man Gleichgewichte der- 
selben Moleküle oder Atome in zwei verschiedenen Zuständen, 
so ergibt sich, daß die Bildpunkte im y-Raum sich wie Gas- 
atome im wirklichen Raum verhalten, d. h. die Molekülzahlen 
zweier Körper verhalten sich wie die Zustandsintegrale. Oder 
anders ausgedrückt: Das Zustandsintegral, dividiert durch die 
Molekülzahl, ist in allen im Gleichgewicht befindlichen Körpern 
gleich. D.h. 
n 


wo 4’ noch von der Art der vorkommenden Atome abhängen 
könnte (vgl. Ehrenfest, a. a. O. 8. 624), was aber be- 
deutungslos ist und daher weggelassen werden kann. Das n 
im Nenner kommt so auf vollständig natürliche Art herein, 
man kann auch sagen, daß in der Berechnung des Zustands- 
integrals nur das auf ein Molekül entfallende Volum zu 
nehmen ist. 

An dieses Resultat seien nun einige prinzipielle Bemerkungen 
geknüpft. ¢ und damit die Entropie S ist (bis auf die Energie- 
konstante U, natürlich, wovon wir im folgenden absehen 
werden) vollständig bestimmt, auch wenn wir nur von der 
klassischen Theorie Gebrauch machen, denn das Zustands- 
integral ist vollständig berechenbar, wenn wir nur die kine- 
tischen Daten haben, und genügt vollkommen zur Berechnung 
der Gleichgewichte; ohne daß es ausdrücklich hervorgehoben 
wäre, beruht auf der Vergleichung der Zustandsintegrale die 
Miesche Dampfdruckformel?), die mit der Sterns identisch 
ist, und die Boltzmannschen?) Rechnungen über Gasdisso- 
ziation‘) Aus dem Zustandsintegral folgt dann die Entropie 
nach der Gleichung ac 


1) Wie es hiermit zusammenhängt, daß man nach Planck die 
Gibbssche Statistik anwenden muß, wäre noch klarzustellen. 

2) G. Mie, Ann. d. Phys. 11. S. 657. 1903. 

3) L. Boltzmann, Gastheorie 2. Bd. S. 177. Leipzig 1898. 

4) Daß O. Stern (Ann. d. Phys. 44. 8, 497. 1814) aus dem Nernst- 
schen Theorem geschlossen hatte, die „empfindlichen Bezirke‘ Boltz- 


Or 
for) 


K. F. Herzfeld. 


So findet man für die Entropie eines einatomigen Gases 
S=-$RlnT+Rin{ + 


Das unterscheidet sich von der üblichen Formel durch das 
Fehlen von h® im Nenner. 

Während (bis auf diesen letzten Umstand, auf den später 
zurückgekommen wird) auch im allgemeinen Fall die klassische 
Theorie ebensoviel leistet und das gleiche wie die Quanten- 
theorie ergibt, solange T hoch ist, unterscheiden sich die 
beiden Theorien bei tiefer Temperatur dadurch, daß nach 

U, 
der ersteren das Phasenvolum, auch von dem Faktor e *7 
abgesehen, zu 0 geht, d.h. S logarithmisch unendlich wird, 


während nach der letzteren sich das Phasenvolumen nur zu 
Us 
#.e *T zusammenzieht, die Entropie also endlich bleibt. 
Allerdings wird bei der Formulierung, die wir bisher vor- 
genommen haben, die Entropie nach der Quantentheorie beim 


absoluten Nullpunkte nicht 0, sondern 
— Rsinh. 


Um S,..o zu Null zu machen, dürfen wir den Phasenraum 
nicht in em-g-sec, genauer in (e =) , sondern miissen ihn 
in h* als Einheiten messen. In diesem Fall zieht sich der 
Phasenraum für T=0 in einen Einheits,,wiirfel“ von 2s Di- 
mensionen zusammen. Wir erhalten fiir das thermodynamische 
Potential 
Ey 


E, 
U 
- SS dxdz e 7 
aT 
n 


Das letztere 2sfache Integral hat nun eine sehr einfache 
Bedeutung. Es ist nämlich einfach die Zahl der „Einheits- 


manns müßten die ganze Oberfläche bedecken, beruht auf folgendem: 
Das Theorem verlangt, daß bei Vereinigung zum Molekül im festen Zu- 
stand keine Änderung des „Orientierungsgewichtes‘ auftritt. Nun ist bei 
Ableitung der Dampfdruckformel stillschweigend die Voraussetzung ge- 
macht, daß dies auch bei der Verdampfung nicht der Fall sei. Erst dann 
folgt daraus, daß auch bei der Molekülbildung im @as ein solches Auf- 
einanderzudrehen nicht auftritt. Vgl. auch W. Schottky, Phys, Zeitschr, 
22. S. 1. 1921; 28. 8.9. 1922, 


e 


1 
4 


» > 
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würfel‘‘ h*, die im Phasenraum enthalten sind. (Das braucht 
natürlich durchaus keine ganze Zahl zu sein, sondern -ist ein 
Zeit- bzw. Scharmittel über das gesamte System. Nur bei Aus- 
dehnung auf das gesamte System ist sie notwendig ganz.) 

Nimmt man an, daß prinzipiell alle Systeme Quanten- 
bedingungen zu unterwerfen sind, so erhält man 


C= NU, — RT(Zinm, — Inn), 


wo die Summation über die s Freiheitsgrade eines Moleküls zu 
erstrecken ist und m, die „mittlere Quantenzahl‘ ist, d, i. die 
Quantenzahl, die dem i ten Freiheitsgrad im (Zeit- oder Zahl-) 
mittel zukommt. 
in, ist natürlich erst definiert durch!) 
Em 


m; h = Ihe *7, 


bzw. im Grenzwert 


f dx, d &, e 
Die Entropie wird 
$= (TZinm, — Thon). 


Bei dieser Zählung werden natürlich für T=0 all m, =1, 
bis auf eines, das n wird, also das Phasenvolumen 
1’e 
und die Entropie Null. 

Betrachten wir nun die bisherigen Methoden zur Be- 
rechnung der Entropiekonstanten einatomiger Gase, so können 
wir sie im wesentlichen in zwei Gruppen teilen. Bei der ersten 
(Sackur?), Tetrode, Brody) wird mehr oder weniger korrekt 
das Phasenvolumen in den Einheitswürfeln h? gemessen, wie 


1) Beim festen Körper z. B. ist die Summation über alle Quanten- 
zahlen vorzunehmen, die der Schwingung um eine Ruhelage entsprechen, 
und dann mit n, der Zahl der möglichen Ruhelagen zu multiplizieren, da 
das Atom um irgendeine der Ruhelagen schwingen kann. 

2) O. Sackur, Ann. d. Phys. 86. S. 958. 1911; 40. S. 67. 1813; 
H. Tetrode, Ann. d. Phys. 88. S. 434. 1912; 89. S. 255. 1912; M. Brody, 
Zeitschr. f. Phys. 6. 8. 79. 1921; auch H. W. Keesom, Phys. Zeitschr. 
14. S. 665. 1913; A. Sommerfeld, Göttinger Vorträge, Leipzig 1914, 
S. 125, wo mit Eigenschwingungen statt mit Molekülen gerechnet wird. 
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wir es eben beschrieben haben und so die Entropie ohne Be- 
ziehung auf andere Körper definiert. 

Die zweite (Stern!), Tetrode) kommt darauf hinaus, daß 
das Phasenvolum zuerst in em-g-see berechnet und dann durch 
das Phasenvolum des „eingefrorenen“ festen Körpers N h? 
dividiert wird. Das ist der innere Grund dafür, daß beide 
Methoden zum selben Resultat führen. 


Zusammenfassung: Es wird das ,,Zustandsintegral als 
Grundlage der Statistik empfohlen. Dann wird darauf hin- 
gewiesen, daß der Absolutwert der Entropie auch auf Grund 
der klassischen Theorie für hohe Temperaturen richtig berechnet 
werden kann und erst der Übergang zu tiefen Temperaturen 
das Eingreifen der Quantentheorie erfordert. Um aus der 
klassischen Theorie bei hohen Temperaturen dieselben Formeln 
zu erhalten wie aus der Quantentheorie, ist das Phasen- 
volumen nicht in absoluten Einheiten, sondern in Würfeln 
vom Inhalt h* zu messen. 


München, 6. Mai 1922. 


1) O. Stern, Phys. Zeitschr. 14, S. 629. 1913; Z. f. Elektrochemie 
25. S. 66. 1919; H. Tetrode, Amst. Proc. 17. S. 1167. 1915. 


(Eingegangen 10. Mai 1922.) 
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3. Strukturuntersuchungen mit Réntgenstrahlen; 
von Fritz Kirchner. 
(Hierzu Tafel I.) 


Wahrend die Bestimmung der Strukturkonstanten bei 
solchen Substanzen, die in Form von größeren, gut aus- 
gebildeten Kristallen zur Verfügung stehen, durch die be- 
sonders von Siegbahn vervollkommnete Röntgenspektroskopie 
mit außerordentlich großer Genauigkeit durchgeführt werden 
kann, ist die entsprechende Meßgenauigkeit noch verhältnis- 
mäßig sehr gering bei solchen Substanzen, bei denen infolge 
des Mangels an gut ausgebildeten Kristallen das Debye- 
Scherrersche Kristallpulververfahren angewandt werden muß. 
Die störenden Fehlerquellen dieses Verfahrens sind in einer 
neueren Arbeit’) eingehend diskutiert worden; die wesentlichsten 
davon haben wohl ihre Ursache einerseits darin, daß die Linien- 
mitten nicht scharf definiert sind und andererseits in der ver- 
schiedenen Eindringnngstiefe der Strahlen bzw. der Dicke des 
Kristallstäbchens selbst. Diese Fehlerquellen vermeidet das 
von Seemann und Bohlin?) angegebene fokussierende Ver- 
fahren, dessen Prinzip weiter unten noch skizziert werden soll. 
Das Verfahren wurde aber, soweit hier bekannt ist, bisher nur 
von Bohlin’) selbst zu einigen Aufnahmen verwendet, deren 
Auswertung praktisch keine wesentlich höhere Genauigkeit er- 
brachte als die Auswertung guter Aufnahmen der Stäbchen- 
methode. Neben Vereinfachungen und Verbilligung der Auf- 
nahmetechnik war es in methodischer Hinsicht das Ziel der 
vorliegenden Arbeit, die Vorzüge des Bohlinschen Verfahrens 
bezüglich der Meßgenauigkeit praktisch möglichst weit auszu- 
nutzen. Andererseits konnte eine Reihe von neuen Unter- 
suchungen durchgeführt werden, deren Resultate in einer kurzen 
Übersicht am Schluß der Arbeit zusammengestellt sind. 


1) A. Hadding, Centralbl. f. Min. $. 631. 1921. 
2)H Seemann, Ann. d. Phys. 59. S. 459. 
8) H. Bohlin, Ann. d. Phys. 61. S. 421. 
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Versuchsanordnung. 
Die Versuchsanordnung wird schematisch durch Fig. 1 
wiedergegeben. 
In der Fig. 1 bedeutet R die Glühkathodenröntgenröhre, 
deren Strahlen bei F austreten. B ist eine isoliert aufgestellte 
Akkumulatorenbatterie von 12 Volt, die den Heizstrom für den 


€ + 


T 


Fig. 1. 


Glihdraht liefert, 7 ist ein Transformator, dessen Sekundir- 
spannung — ohne Gleichrichter — an die Röntgenröhre gelegt 
wird. M ist die zylindrische Metallkamera mit dem Spalt bei 
S und der Substanz bei X. 

Röntgenröhre. Als Röntgenröhre wurde die Glühkathoden- 
röhre deswegen gewählt, weil sie zweifellos am besten zur Er- 
zeugung großer Strahluugsintensität geeignet ist, da der Glüh- 
draht bei Steigerung der Temperatur beliebig viel Elektronen 
zur Erzeugung der Röntgenstrahlen liefert. Auf den Bau einer 
geeigneten Röhre, die sehr große Strahlungsintensität liefern 
und dabei doch mit wenig Hilfsmitteln und billig herzustellen 
sein sollte, wurde viel Mühe verwendet. 

In der Fig. 2 ist die Röhre von oben gesehen. Der 
zylindrische Körper der Röhre (Durchmesser 3,5 cm, Länge 
12 cm) bestand aus Jenaer Geriiteglas. Er besaß an den 
Enden zwei Ansatzrohre (7,5 bzw. 6 cm lang) mit Schliffen für 
Glühkathode und Antikathode und in der Mitte ein kleineres 
Ansatzrohr mit einem kreisrunden Loch zum Austritt der 
Röntgenstrahlen, Das diesem Ansatzrohr gegenüberliegende 
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Rohr % war in einigem Abstand von der Röhre nach oben ge- 
bogen und führte zur Pumpe. 


Glühkathode. Bei Vorversuchen stellte sich heraus, daß 
ein in Form einer Spirale gewickelter Glühdraht bei Wechsel- 
spannungsbetrieb ohne Gleichrichter und bei starker Heizung 
des Glühdrahts von der nicht ausgenutzten Spannungsphase, 
die offenbar mit ihrer ganzen Feldstärke auf die Spirale wirkt, 
so stark deformiert wurde, daß ein längeres, gleichmäßiges 


at 2 


Fig. 2. 


Arbeiten der Röhre unmöglich wurde. Der Glühdraht erhielt 
deshalb schließlich nur die Form eines U und wurde in seinem 
mittleren Teile noch durch einen besonderen, durch ein Quarz- 
röhrchen isolierten Molybdändraht festgehalten (in der Zeich- 
nung nicht angegeben, um die Übersicht nicht zu erschweren). 
Der Glühfaden bestand aus 0,2 mm starkem Wolframdraht und 
war zur Zentrierung des Elektronenstroms von einem Molybdän- 
blech umgeben, das zu einem Zylinder von etwa 10 mm Durch- 
messer gebogen war (Z). Der Zylinder wurde mit dünnem 
Molybdändraht an den 1 mm starken Molybdändrähten D fest- 
gebunden — zum Teil unter Isolation durch ein Quarzröhrchen —, 
die gleichzeitig zur Zuführung des Heizstromes für den Glüh- 
draht dienten. Diese stromzuführenden Drähte waren bei Z, 
also an dem der Glühspirale entgegengesetzten Ende der 
Kathode in das Glas eingeschmolzen. Auf diese Weise wurde 
erreicht, daß eine besondere Kühlung für die Kathode über- 
flüssig wurde. 

Die ausschließliche Verwendung von Molybdän als Kathoden- 
metall erwies sich als vorteilhaft einmal wegen der Billigkeit 
und der bequemen Einschmelzung in Molybdänglas, und außer- 
dem wegen seiner Eigenschaft, als Kathodenmetall nur außer- 
ordentlich wenig zu zerstäuben. 
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Der Heizstrom für den Glühdraht, der von einer isoliert 
aufgestellten Akkumulatorenbatterie von 12 Volt geliefert wurde, 
betrug 4—6 Ampere. 

Zur Erzielung eines guten Brennfleckes war die Orien- 
tierung des Glühfadens in einem bestimmten Abstand von dem 
vorderen Ende des Molybdänzylinders notwendig. (Sitzt näm- 
lich der Glühfaden zu tief, dann kommt es vor, daß trotz 
stärkster Heizung überhaupt kein Strom durch die Röhre geht, 
weil das positive Feld der Antikathode nicht bis zum Glüh- 
faden vordringt.) Der günstigste Abstand des Glühfadens vom 
vorderen Ende des Zylinders konnte aber leicht durch Pro- 
bieren gefunden werden. Er betrug bei einem Abstand des 
Zylinders vom vorderen Ende der Antikathode von 15 mm 
etwa 2 mm. 

Antikathode. Die Antikathode bestand aus einem massiven, 
zylindrischen Kupfer- bzw. Eisenstab von 16 cm Länge und 
1,6 cm Durchmesser, der am vorderen Ende abgeschrägt war 
und von außen eine Einbohrung von 1,2 cm Durchmesser hatte, 
durch die bis nahe (etwa 2 mm) zu seinem vorderen Ende 
ständig Kühlwasser floß. Auf den Stab war mittels Siegellack 
ein zum Gasschliff passender Messingkonus K aufgekittet, und 
zwar so, daß er nur wenig über das Ende des Glasschliffs 
hinausragte. Die Fuge zwischen äußerem Rande des Konus 
und dem Glasrand des Schlifis wurde dann mit Siegellack ver- 
strichen. In derselben Weise wurde der Schliff der Kathode 
mit Siegellack abgedichtet. 

Fenster zum Austritt der Strahlen. Das kreisrunde Loch 
im Ansatzrohr A hatte einen Durchmesser von 5 mm; auf das 
Rohr war zunächst ein Messingstück, etwa !/, cm lang, mit 
dem Loch entsprechender Durchbohrung, und auf dieses eine 
Aluminiumfolie von 0,05 mm Dicke, möglichst gut aufliegend, 
aufgekittet. Das Einschalten des Messingstückes erwies sich 
deshalb als notwendig, weil beim unmittelbaren Aufkitten der 
Folie auf das Glas eine plötzliche, stoßweise Erwärmung des 
Fensters, wie sie beim Entgasen nicht zu vermeiden ist, wegen 
der geringen Wärmekapazität der Folie leicht ein teilweises 
Verdampfen des Siegellacks verursachte. Dieser Dampf bildete 
sofort auf der Antikathode einen dünnen Niederschlag von 
Kohlenstoff und wurde dadurch die Ursache einer Schwächung 
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der Eigenstrahlung des Antikathodenmetalles und einer Ver- 
stärkung des störenden Bremsspektrums. Aus demselben 
Grunde mußte natürlich auch sorgfalfig darauf geachtet werden, 
daß nirgends der Siegellack direkt von Kathodenstrahlen ge- 
troffen werden konnte. 

Zur Anbringung des Fensters soll noch bemerkt werden, 
daß die Folie auch ohne Siegellack dadurch abgedichtet werden 
konnte, daß sie mittels Gewindes auf einen Gummiring gepreßt 
wurde. 


Kühlung. Der Röhrenkörper war mit Picein in einen Blei- 
kasten eingebettet, der mit Wasser gefüllt wurde. Dieses 
Wasser wurde beständig langsam erneuert durch das von der 
Diffusionspumpe (s. unten) kommende Kühlwasser. Die Anti- 
kathode hatte ein eigenes Kühlwasserleitungssystem. Die 
Schliffe für Kathode und Antikathode befanden sich außerhalb 
des Bleikastens. 


Auseinandernehmen. Dadurch wurde es möglich, die Be- 
triebsunterbrechung beim Auseinandernehmen der Röhre, 
z. B. zum Einziehen eines neuen Glühfadens oder zum Säubern 
des Antikathodenspiegels, einschließlich des Auspumpens auf 
eine verhältnismäßig kurze Zeit (etwa 20—30 Minuten) herab- 
zumindern. Die Schliffe wurden zum Auseinandernehmen der 
Röhre elektrisch mit einem umgewickelten Eisendraht bis zum 
Weichwerden des Siegellacks erwärmt und ebenso einfach 
wieder zusammengesetzt. 


Spannungsquelle. Als Spannungsquelle zum Betrieb der 
Röntgenröhre diente ein kleiner Transformator für 500 Peri- 
oden von 2 Kilowatt Leistung und einem Übersetzungsverhältnis 
von 220:18000. Den Wechselstrom für die Primärspule des 
Transformators lieferte eine kleine Maschine für 1,25 Kilowatt, 
wie sie früher zur Erzeugung tönender Funken benutzt wurde. 
Da aber zum Antrieb der Maschine bei starker Belastung zeit- 
‘weilig kein geeigneter Motor verfügbar war, wurde schließlich 
der Wechselstrom von einer größeren Maschine (2 Kilowatt) 
des Techn. Physik. Instituts geliefert, während die Tonfunken- 
maschine, mittels Treibriemen durch einen Motor getrieben, 
nur noch zum Entgasen der Röhre verwendet wurde, wobei 
nur eine geringere Belastung nötig war. 
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Die Sekundärspannung betrug für die Aufnahmen mit 
Kupferantikathode etwa 18000—22000 Volt, für die Auf- 
nahmen mit Eisenantikathode 12000—15000 Volt. Die Strom- 
stärke betrug gewöhnlich 30—40 Milliampere, konnte aber bis 
über 60 Milliampere gesteigert werden. Sie hielt sich bei 
stundenlangem Betrieb auf 1—2 Milliampere konstant, ohne 
daß ein Eingriff in die Apparatur nötig war. 

Pumpen. Zum Auspumpen der Röntgenröhre diente ein 
Aggregat von Gaedepumpen: rotierende Ölpumpe, rotierende 
Quecksilberpumpe und Diffusionspumpe. Zwischen Diffusions- 
pumpe und Röntgenröhre war ein Quecksilberverschluß ein- 
geschaltet (U-Rohr mit Barometerröhre), ferner ein Kühlgefäß, 
das mit einer Mischung aus Äther und fester Kohlensäure 
umgeben wurde. Die Röhre blieb während des Betriebes ge- 
wöhnlich mit den Pumpen verbunden; sie konnte aber auch, 
von den Pumpen abgeschlossen, längere Zeit in Betrieb bleiben. 
Die Pumpen wirkten so, daß z. B nach dem Einziehen eines 
neuen Glühfadens die Röhre nach 3 Minuten dauerndem 
Pumpen wieder betriebsfihig war. 

Entwicklung und Verbesserung der Methodik; praktische 


Durchführung bei einer Neubestimmung der Gitterkonstanten 
des Aluminiums. 


Grundzüge der fokussierenden Methode. Zu den Aufnahmen 
selbst wurde, wie schon in der Einleitung bemerkt, nicht die 
übliche Stäbchenmethode, die Debye 

und Scherrer mit ihren ersten Auf- 

nahmen einführten, sondern eine von 


s Seemann und Bohlin angegebene fo- 

kussierende Methode verwendet. Die 

N Grundzüge der Methode sollen kurz an- 
B gegeben werden, 

Wie aus Fig. 3 ersichtlich ist, be- 

. steht die Fokussierung darin, daß die 

. durch den Spalt § tretenden divergenten 

’ Strahlen — der Spalt liegt im Mantel 

der zylindrischen Kamera, deren Grund- 

riB die Zeichnung gibt — von allen 

Punkten der zu untersuchenden Substanz X aus zu demselben 

Punkt B des Films hin reflektriert werden. Eine einfache 


Fig. 3. 


| 
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geometrische Überlegung zeigt ferner, daß der in der Bra ggschen 


Reflexionsbedingung n-A = 2/-sin a auftretende Winkel 9 


gegeben ist durch 4 = ia -l, wenn R der Radius der Ka- 


mera und / die Länge des Bogenstückes SKB ist. Die im 
Zylindermantel liegende Kante des Spaltes § bildet sich dem- 
nach auf dem Film als scharfe Linie ab. Wie Bohlin geo- 
metrisch zeigte, bewirkt dabei die Reflexion an den tiefer 
liegenden Schichten der Substanz keine Störung, weil sie nur 
die Linien nach der unscharfen Seite hin verbreitert. Diese 
Verbreiterung der unscharfen Seite der Linien konnte ich an 
einigen meiner Aufnahmen feststellen; sie blieb aber bei den 
untersuchten Stoffen sehr gering. 

Bohlin wies ferner darauf hin, daß die Genauigkeit der 
Auswertung größer ist wie bei der Stäbchenmethode, einmal, 
weil keine Korrektionen wegen der Eindringungstiefe usw. 
nötig sind und zweitens, weil stets nur die Abstände der 
Linienkanten gemessen werden. Die Linienkante ist dabei, 
wie Bohlin zeigte, Enveloppe einer Kurvenschar, die durch 
den Schnitt der von verschiedener Höhe des Kristallspiegels 
ausgehenden Reflexionskegel mit dem Zylindermantel der 
Kamera entstehen. Auf der anderen Seite der Linien erzeugen 
dieselben Reflexionskegel eine besenartige Verbreiterung der 
Linie, wie sie z. B. auf der Aufnahme Nr. 4 zu sehen ist. 
Diese Verbreiterung wandert nun bei Ablenkungswinkeln über 
90 Grad nach der anderen Seite der Linie, kann also die Meß- 
genauigkeit beeinflussen. 


Erhöhung der Meßgenauigkeit. Ich habe deshalb bei 
solchen Aufnahmen, die zu möglichst genauer Ausmessung 
dienen sollten, die Höhe des Spaltes und damit die Höhe des 
belichteten Teiles der Substanz so reduziert, daß keine besen- 
artige Verbreiterung der Linien eintrat. Dadurch erhielten 
die Linien, die großen Ablenkungswinkeln entsprechen, die von 
der Stäbchenmethode her bekannte, gekrümmte Form. 

Die Ausmessung geschah in der Weise, daß eine Glas- 
scheibe mit Millimeterteilung bzw. '/,-Millimeterteilung auf den 
Film gelegt wurde. Die Abstäude wurden dabei auf '/, mm 
genau festgestellt. 
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Trotzdem im allgemeinen die Lage der Linienkante von 
der Breite des Spaltes unabhängig ist, erwies es sich doch als 
vorteilhaft, mit möglichst engem Spalt (etwa 0,1 mm) zu 
arbeiten und zwar aus folgendem Grunde: Das X, -Dublet ist 
bei Ablenkungswinkeln, die größer sind als 90°, merklich 
getrennt. Da nun aber die langwellige Komponente (die dem 
größeren Ablenkungswinkel entspricht) weniger intensiv ist, so 
kommt sie häufig gar nicht zum Vorschein, während die här- 
tere Komponente, die dann eine verhältnismäßig schmale Linie 
bildet, gut sichtbar ist und daher ausgemessen wird. Diese 
Erscheinung trat besonders leicht dann auf, wenn bei mäßig 
engem Spalt die eine Komponente zu einem kleinen Teil von 
der anderen überdeckt und dadurch noch verstärkt wurde. 
Die Ablenkungswinkel wurden dadurch zu klein gemessen und 
lieferten zu große Werte der Gitterkonstanten. 

Auswertungsverfahren. Um die nötigen Ausmessungen auf 
den Film selbst zu beschränken und damit unabhängig von 
der Orientierung des Films in der Kamera zu machen, wurden 
zwei verschiedene Wege eingeschlagen. Das erste Verfahren 
ging von dem geometrisch bekannten Größenverhältnis der 
verschiedenen Netzebenenabstände aus. Die Indizes der Netz- 
ebenen, die die einzelnen Linien erzeugt haben, wurden durch 
grobe, lediglich orientierende Messungen festgestellt. Es wurden 
zwei gut zu messende Linien ausgewählt, die nicht zu nahe 
beieinander liegen. Ist dann das Verhältnis der Abstände der 
Netzebenen, die die beiden Linien erzeugt haben, gleich d,/d,, 
ferner die Länge des Kreisbogens vom Spalt bis zur gemes- 
senen Linienkante gleich Z, bzw. Z,, so gilt, da ja 


2d-sin 
die Proportion d,:d, = sin : sin 2) 
oder, wenn wir h-hte und 
setzen: d,: d, = sin C(L, + a): sin C-L, 
= cos C-a + cot (C- L,)-sin C-a 
oder A _ (Ca) 
cot (C-L,) = 


sin (C-a) 


a 
3 
3 
A 
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Dabei ergibt sich d,/d, rechnerisch aus den bekannten 
Indizes der reflektierenden Netzebenen, C ist durch den Radius 
der Kamera bestimmt und a ist der auf dem Film gemessene 
Abstand der Linienkanten. Die Gleichung liefert also den 
Glanzwinkel C- Z, einer Linie und daraus den wirklichen Ab- 
stand der reflektierenden Netzebenen. (Als Wellenlänge wurde 
der von Siegbahn’) an Steinsalz für die langwellige Kompo- 
nente des X,-Dublets des Kupfers bestimmte Wert 1,541 Ä.-E. 
angenommen.) Bei der weiteren Ausmessung wurden dann die 
übrigen Linien auf die erste derart bezogen, daß der auf dem 
Film gemessene Abstand a, zu Z, addiert wurde und so den 
neuen Glanzwinkel C- L, lieferte. 

Als Beispiel soll die Auswertung der in Taf. I, Nr. 1 
wiedergegebenen Aufnahme an Aluminiumfolie von 0,05 mm 
Dicke besprochen werden. Die Belichtungszeit betrug drei 
Stunden. Die Ausmessung geschah wie oben angegeben. Um 
subjektive Meßfehler möglichst auszuschalten, wurden die Ab- 
stände von acht verschiedenen Beobachtern gemessen. Die 
folgende Tabelle gibt die MeBresultate: 


Verglichene Beobachter 
Linien 

— [113, | 14,6 | 14,55) — |14,6| — | 14,5 | 14,6 | 14,6 Ab- 
Cu” |022*)| 22,8 | 22,3 | 22,4 | 22,4 | 22,3 | 22,8 | 22,5 | 22,4 


022,,— 133 | 30,8 | 80,8 | 80,8 | 80,3 | 80,4 | 80,2 | 30,3 | 30,25 stünde 
138 — 224 | 28,8 | 28,75] 28,9 | 28,9 | 28,7 | 28,8 | 28,8 | 28,5 ) mm 

Aus den gemessenen Abständen wurden folgende Werte 
für d berechnet (in Ä.-E.): 


Berechnet Beobachter 
I Il m | Iv Vv vi | Vil | 
022cu | 4,038 | 4,039 | 4,035 | 4,085 | 4,039 | 4,039 | 4,035 | 4,087 
118 4,042 | 4,048 | — | 4,038 | — | 4,045 | 4,088 | 4,088 


022pe | 4,039 | 4,040 | 4,042 | 4,042 | 4,042 | 4,039 | 4,080 | 4,088 
183 4,089 | 4,039 | 4,036 | 4,086 | 4,037 | 4,087 | 4,081 | 4,037 
224 4,088 | 4,038 | 4,035 | 4,085 | 4,039 | 4,040 | 4,035 | 4,088 


Mittel: | 4,039 | 4,040 | 4,087 | 4,087 | 4,089 | 4,040 | 4,084 | 4,037 

*) Durch Fe-Strahlung erzeugt. Auf dem Aluminiumfenster hatte 

sich während der vorhergehenden Aufnahmen mit Eisen als Antikathode 
ein dünner Niederschlag von Eisen gebildet. 


1) M. Siegbahn, Ann. d. Phys. 59. 1919. S. 56. 
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Als Mittelwert ergibt sich für die Gitterkonstante des 
Aluminiums d = 4,038 A.-E. 

Das zweite Verfahren beruht auf einem unmittelbaren 
Vergleich des zu untersuchenden Gitterspektrums mit dem 
Normalspektrum des Chlornatriums. Die Aluminiumfolie wurde 
in reine Chlornatriumlésung getaucht und schnell getrocknet. 
Dabei schieden sich auf der Folie sehr kleine Kristalle aus 
(mikroskopisch ließ sich feststellen, daß sie nicht größer als 
0,05 mm waren). Diese Kriställchen lieferten nun bei der Be- 
lichtung Reflexionspünktchen, wie sie neuerdings von Gerlach!) 
zur Bestimmung der Wellenlängendifferenz des K,-Dubletts 
benutzt wurden, und ermöglichten es, den für Aluminium ge- 
fundenen Wert der Gitterkonstanten durch Ausmessung auf 
demselben Film mit dem Normalwert der Gitterkonstanten des 
Chlornatriums (d = 2,814 Ä.-E.) zu vergleichen. 

Auf einer in dieser Weise mit Cu-Antikathode gewonnenen 
Aufnahme sind neben den vom Aluminium herrührenden Linien 
die NaCl-Reflexionen der 024-Ebenen und der 001-Ebenen dritter 
Ordnung in Form von Reflexionspünktchen sichtbar. Die Ab- 
stände der Linien des Aluminiums von diesen Reflexions- 
pünktchen wurden auf dem Film gemessen und lieferten die 
in der folgenden Tabelle aufgeführten Werte: 


Indizes: 022 133 224 


day 4,087 | 4,042 | 4,041 


Als Mittelwert ergibt sich für die Gitterkonstante d= 4,040 Ä.-E. 

Eine andere Aufnahme wurde mit Fe-Autikathode gewonnen. 
Auf ihr kann die 022-Reflexion des NaCl mit der 002-Reflexion 
des Aluminiums verglichen werden. Der gemessene Abstand 
ist 1,00 + 0,05 mm. Für die Wellenlänge der X -Strahlung des 
Eisens wurde A = 1,936 Ä.-E.?2) angenommen. Daraus ergab sich 
für die Gitterkonstante des Aluminiums d = 4,040 + 0,005 A.-E. 

Das Mittel aus den drei unter sich sehr gut überein- 
stimmenden Resultaten ist d = 4,039 Ä.-E. 


1) W. Gerlach, Phys. Zeitschr. Heft 5. 8. 114. 1922. 
2) M. Siegbahn, a. a. O. 


je 

| 

| 
| 

a 

| 
| 

x 


Strukturuntersuchungen mit Röntgenstrahlen. 69 


Die Abweichung von dem durch Scherrer!) gefundenen 
Wert 4,07 Ä.-E. ist größtenteils auf Rechnung des von Scherrer 
benutzten ungenauen Wertes der Wellenlänge der X-Strahlung 
(A = 1,549) zu setzen; mit dem von Siegbahn 1919 gefundenen 
Mittelwert 2 = 1,539 Ä.-E. der Komponenten des X,-Dublets 
ergibt sich aus den Scherrerschen Messungen d = 4,043 Ä.-E. 

Bei den späteren Aufnahmen wurde zur Erleichterung der 
Ausmessung folgendes Hilfsmittel angewandt: In die Wand 
der Kamera wurden — ungefähr da, wo die Mitte des Films 
lag — zwei feine Löcher gebohrt. Durch diese Löcher wurde 
der Film nach jeder Röntgenstrahlenexposition vor dem Heraus- 
nehmen aus der Kassette mit einer elektrischen Lampe kurz 
belichtet. Dadurch erhielt jeder Film zwei kreisrunde Marken, 
die sich als „Fixpunkte“ bei der Ausmessung sehr gut ver- 
wenden ließen, nachdem sie durch Aufnahmen mit NaCl 
gewissermaßen geeicht waren. Auf diese Weise war es auch 
möglich, Fehler zu erkennen und auszuschalten, die ihre Ur- 
sache in dem nicht völligen Anliegen des Films an der 
Kassettenwand hatten. (Ein ähnliches Verfahren dürfte auch 
bei der Stäbchenmethode zur Erhöhung der Meßgenauigkeit 
beitragen.) 

Die Aufnahmen an Aluminiumfolie wurden auch, da die 
Komponenten des K,-Dublets bei den 224-, 133- und zum 
Teil auch 113-Reflexionen gut getrennt waren, zu einer Be- 
stimmung der Wellenlängendifferenz des Dubletts verwendet. 
Aus sechs Messungen ergab sich als Mittelwert für A, — 4, 
= 0,00392 Ä.-E. 

Verkürzung der Expositionszeit. Wenn andrerseits nicht 
auf erhöhte Meßgenauigkeit Wert gelegt wird, wenn also mit 
etwas breiterem Spalt gearbeitet werden kann (etwa 0,5 mm), 
läßt die fokussierende Methode eine erhebliche Verkürzung 
der Expositionszeit zu. Der Grund dafür liegt offenbar in 
der guten Ausnutzung der Röntgenstrahlenquelle, insofern als 
auch divergente Strahlen zur Erzeugung der scharfen Kante 
der Linie beitragen, während sie bei der Stäbchenmethode 
nur eine störende Verbreiterung der Linie hervorrufen würden. 
Diese Tatsache macht auch die Einschaltung von Blenden 


1) P. Scherrer, Phys. Zeitschr. XIX. S, 23. 1918. 
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zwischen Antikathode und Kamera bei der fokussierenden 
Methode überflüssig. Als Beispiel einer sehr kurz exponierten 
Aufnahme soll die Aufnahme Nr. 4 dienen. Die belichtete 
Substanz ist wieder Aluminiumfolie von 0,05 mm Dicke. Die 
Belichtungszeit betrug 5 Minuten bei 40 Milliampere und etwa 
22000 Volt. Auf dem Originalfilm sind die Reflexionen an 
den Ebenen 111, 002, 022, 113, 133, 024 und 224 so zu 
erkennen, daß sie zur Orientierung ausgemessen werden können. 

Antikathodenma‘erial. Schließlich soll noch eine Bemerkung 
über die Wahl des Antikathodenmaterials gemacht werden. 
Kupfer ist vor allem wegen der guten Wärmeleitfähigkeit und 
der daraus sich ergebenden Haltbarkeit des Antikathoden- 
spiegels ein vorteilhaftes Antikathodenmaterial. Es eignet 
sich aber nicht zur Untersuchung solcher Substanzen, deren 
K-Serienabsorptionsgrenze bei benachbarten größeren Wellen- 
längen liegt als die Kupfer-X-Strahlung selbst, wie Eisen, 
Mangan, Chrom usw. oder ihrer Salze. Die Atome dieser 
Elemente werden nämlich durch die intensive Eigenstrahlung 
des Kupfers, die ja die Reflexionslinien erzeugen soll, zu ihrer 
eigenen Ä-Strahlung angeregt. Diese X-Strahlung der Sub- 
stanz breitet sich nun praktisch völlig gleichmäßig nach allen 
Richtungen aus und man erhält trotz langer Expositionszeiten 
nur eine allgemeine Schwärzung des Films, die die Linien 
völlig überdeckt. 


Untersuchungsergebnisse. 

Elektrolytische Niederschläge. Metalle sind bereits in 
mannigfachen Formen untersucht worden: meist in Pulverform 
nach der Stabchenmethode’), weiter in Form gut ausgebildeter 
Kristalle nach der Braggschen Ionisationsmethode'), ferner 
in Form von Metallschichten, die durch kathodische Zer- 
stäubung im Vakuum gewonnen waren.?) 

Die Untersuchung elektrolytischer Niederschläge zeigte, 
wie zu erwarten war, daß auch in dieser Form die Struktur- 
untersuchung der Metalle möglich ist. 


i) P. Scherrer, Phys. Zeitschr. 19. S. 23, 1918; W. H. Bragg, 
Phil. Mag. 28. S. 855. 1914; L. Vegard, Phil. Mag. 31. S. 88. 1916; 
32. S. 65. 1916; P. Debye, Phys. Zeitschr. 18. S. 483. 1917; A. Hull, 
Phys. Rev. 10. S. 661; Phys. Rev. 17. (5.) 8. 571. 1921. 

2) H. Kahler, Phys. Rev. 17. S. 230. 1921. 
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Zur Erzeugung der Niederschläge wurden die in der 
Galvanostegie üblichen Bäder verwendet. 

Untersucht wurden Niederschläge von Kupfer, Blei und 
Eisen, die beiden ersten Metalle in verschiedener Schichtdicke. 
Die Schichtdicke wurde aus der Stromstärke bei der Erzeugung 
des Niederschlags berechnet und durch Wiegen kontrolliert; 
es ergaben sich Abweichungen von der Berechnung, die auch 
bei den geringsten Dicken nicht über 20 Proz. hinausgingen. 

Die untersuchten Niederschläge gaben scharfe Interferenz- 
linien auch in den Fällen, wo die erzeugende Stromdichte sehr 
niedrig (etwa 0,2 Milliampere/cm?) gehalten wurde. 

Platinmohr ergibt keine Interferenzlinien. Eine Ausnahme 
machte Platinmohr. Es wurde in einer Schichtdicke von etwa 
0,005 mm auf ein Kupferblech niedergeschlagen. Nach längerer 
Belichtungszeit zeigten sich auf dem Film nur die Gitterlinien 
des darunterliegenden Kupfers und außerdem eine allgemeine 
Schwärzung des Films, die offenbar durch unregelmäßige Zer- 
streuung am Platinmohr hervorgerufen war. Da die Gitter- 
konstante des Platinmohrs bei kristallinem Zustand seiner 
Dichte nach (17,7—22,9) in das Gebiet der die benutzten 
Röntgenstrahlen beugenden Dimensionen hineinfallen müßte, 
ist anzunehmen, daß Platinmohr nicht kristallinisch ist. 

Maximum und Minimum der reflektierenden Schichtdiche. 
Die Niederschläge wurden im allgemeinen in solcher Schicht- 
dicke gehalten, daß sowohl das „Gitterspektrum“ des Nieder- 
schlags als auch das des darunterliegenden Metalls auf dem 
Film sichtbar wurde. Dadurch wurde es zunächst möglich, 
die Linien des einen Metalls bei der Ausmessung auf die des 
anderen zu beziehen. Ferner sollte eine Reihe von Aufnahmen 
ursprünglich dazu dienen, die an verschiedenen Substanzen 
unter sonst gleichen Bedingungen reflektierte Intensität photo- 
metrisch zu vergleichen. Dies ist noch nicht durchgeführt 
worden. Um aber schon allgemein den Einfluß des Absorptions- 
koeffizienten auf die Dicke der reflektierenden Schicht zu 
zeigen, sind trotzdem zwei von den Aufnahmen wiedergegeben 
(Nr. 3 und 4). Die erste gibt das Bild einer elektrolytischen 
Bleischicht von 0,0008 mm Dicke, die auf Kupfer nieder- 
geschlagen ist, die zweite das einer elektrolytischen Kupfer- 
schicht von 0,0042 mm, die auf Blei niedergeschlagen ist. 
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Trotz der weniger als ein Fünftel der Kupferschicht betragenden 
Dicke der Bleischicht ist doch das Verhältnis der Intensität 
entsprechender Linien in der ersteren Aufnahme noch stark 
zugunsten des Bleis verschoben.) Man könnte daran denken, 
durch photometrischen Vergleich der Intensität der Linien 
die Schichtdicke zu bestimmen; damit dies aber möglich wäre, 
müßte erst ein Faktor, den man wohl spezifisches Reflexions- 
vermögen nennen kann, und der offenbar stark von der 
Ordnungszahl des betreffenden Elements abhängt, näher 
definiert sein. Schließlich konnte versucht werden, das Maxi- 
mum der an der Reflexion teilnehmenden Schichtdicke zu 
bestimmen, bzw. das Minimum der zur Erzeugung merklicher 
Reflexionsintensität notwendigen Schichtdicke. Bezüglich des 
Maximums ergab sich folgendes: Auf einer Aufnahme von 
elektrolytischem Kupfer, das in einer 0,01 mm dicken Schicht 
auf Zink niedergeschlagen war, waren neben den kräftigen 
Linien des Kupfers einige Linien, die vom Zink herrührten, gerade 
noch schwach zu sehen. Da die reflektierende Schicht etwa 
um 12° gegen den einfallenden Strahl geneigt war, ergab 
sich, daß die am Zink reflektierten Strahlen einen Weg von 
etwa 0,06 mm im Kupfer zurücklegen mußten. Andrerseits 
müssen die Strahlen, die an den untersten Kupferschichten 
reflektiert wurden, also denselben Weg im Kupfer zurück- 
legten, gerade noch bei der Erzeugung der Reflexionslinien 
des Kupfers mitgewirkt haben. Berechnet man nach der von 
Glocker angegebenen Formel?) den Absorptionskoeffizienten 
des Kupfers für die benutzte Wellenlänge, so ergibt sich, daß 
Strahlung von dieser Wellenlänge, die durch eine Schicht von 
0,06 mm Kupfer hindurchgegangen ist, etwa auf '/, ihrer 
ursprünglichen Intensität geschwächt ist. Dieses Resultat 
bestätigt durchaus die oben angestellten Überlegungen, denn 


1) Die Verbreiterung der Linien, die vom Kupfer herrühren, in der 
zweiten Aufnahme, kann wegen der geringen Schichtdicke des Kupfers 
hier nicht auf Rechnung der Eindringungstiefe der Strahlen geschrieben 
werden; sie ist offenbar eine Folge davon, daß sich die ersten bei der 
Elektrolyse auftreffenden Kupferatome mit einem geringen Teil von 
Bleiatomen legierten und daß dadurch die Dimensionen des Kupfer- 
raumgittters um einen geringen Betrag vergrößert wurden. 

2) Vgl. A. Sommerfeld, Atombau u. Spektrallinien, S. 209. 
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Linien, die weniger als !/,, der Intensität der stärksten Linien 
besitzen, sind eben bei der gewöhnlichen Belichtungsstärke der 
Reflexionsaufnahmen kaum noch zu sehen. Immerhin läßt 
sich dieses Verhältnis bei starker Belichtung und günstigsten 
Bedingungen (in bezug auf allgemeine Streuung und Empfind- 
lichkeit des Films) sicher noch verringern. 

Andrerseits erhielt ich schon an Schichten von weniger 
als 0,1 u Dicke Interferenzlinien. Die Aufnahme Nr. 5 gibt 
das Bild von Aluminiumfolie mit einer 0,06 u dicken Kupfer- 
schicht. Eine vom Kupferniederschlag herrührende Linie ist 
an der Aufnahme kenntlich gemacht. Bei geringer Höhe und 
Breite des Spalts war bei dieser Aufnahme die belichtete 
Fläche nur etwa 5 mm groß. Das bestrahlte Kupfer wog also 
nur etwa 0,002 mg. Daraus geht hervor, daß zur Struktur- 
bestimmung unter Umständen schon Bruchteile eines Milligramm 
ausreichend sind. 


Erkennung von Faserstruktur. Gewalzte Folien zeigen 
eine komplizierte Faserstruktur'), d. h. die Kristallite haben 
nicht nur eine bevorzugte Orientierung irgendeiner oder 
mehrerer kristallographischen Richtungen in der Walzrichtung, 
sondern außerdem noch bevorzugte Orientierung gewisser 
Ebenen in bezug auf die Walzfläche. Wie Polanyi gezeigt 
hat’), gibt sich Faserstruktur des untersuchten Materials da- 
durch zu erkennen, daß die Reflexionskegel um den ein- 
fallenden Strahl als Achse nicht mehr gleichmäßige Intensitäts- 
verteilung aufweisen, wie bei völliger Unordnung der Kristallite, 
sondern sich, wenigstens beim „idealen“ Faserdiagramm, in 
einzelne Strahlenbüschel auflösen, die beim Durchstoßen des 
photographischen Films einen Interferenzpunkt erzeugen würden. 
Da nun die Orientierung der Kristallite parallel zur Faser- 
richtung niemals vollständig ist, werden die Interferenzpunkte 
auf den Aufnahmen zu Kreisbogenstücken verzerrt, und das 
Charakteristische des „realen“ Faserdiagramms ist demnach, 
daß z. B. die Schnittkreise der Reflexionskegel mit einer 
ebenen Platte senkrecht zum einfallenden Strahl an gewissen 


1) K. Weissenberg, E. T. Z. v. 10. Nov. 1921. S. 1295. 
2) M. Polanyi, Zeitschr. f. Phys. 7. Heft 8. S. 149. 1921. 
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symmetrisch liegenden Stellen ein starkes Anschwellen der 
Intensität aufweisen. 

Diese Stellen vermehrter Intensität liegen nun für zwei 
verschiedene Netzebenengruppen, die auf der Platte zwei kon- 
zentrische Kreise erzeugen würden, im allgemeinen nicht auf 
einem gemeinsamen Radius der beiden Kreise, sondern auf 
Radien, die miteinander einen gewissen Winkel bilden. Diese 
Tatsache gibt uns aber die Möglichkeit, mit Hilfe der 
fokussierenden Methode, die ja nur einen kleinen Ausschnitt 
der Schnittkurven der Reflexionskegel mit dem Zylindermantel 
der Kamera liefert, das Vorhandensein der Faserstruktur ein- 
wandfrei festzustellen — und zwar daraus, daß sich starke 
Intensitätsabweichungen von dem Röntgenogramm eines Stoffes 
mit völliger Unordnung der Kristallite zeigen müssen. 

Solche Intensitätsabweichungen zeigen die beiden Auf- 
nahmen Nr. 6 und Nr. 7. Beide Aufnahmen sind mit Eisen- 
K-Strahlung gemacht an 0,05 mm starker Al-Folie, die von 
W. C. Heraeus bezogen war. Die Belichtungszeit betrug je 
eine Stunde. Zu Nr. 6 war die Folie so orientiert, daß die 
Walzrichtung im Zylindermantel der Kamera, also senkrecht 
zur Zylinderachse lag. Die Reflexionen an den 111- und 
002-Ebenen sind vorhanden, während die Reflexion an der 
022-Ebene völlig fehlt. Zu Nr. 7 lag die Walzrichtung 
parallel zur Achse der Kamera. Das Verhältnis der Intensi- 
täten hat sich jetzt umgedreht: die Reflexionen an den 111- 
und 002-Ebenen sind schwach, während die Reflexion an der 
022-Ebene sehr stark ausgeprägt ist. (Auch bei den früher 
besprochenen Aufnahmen an Al-Folie sind ähnliche Intensitäts- 
abweichungen festzustellen.) 

Nach kurzem Erwärmen derselben Folie auf 270° wurde 
das Reflexionsbild Nr. 8 erhalten. Die Aufnahme wurde mit 
Eisen-K-Strahlung bei einer Stunde Belichtungszeit und der- 
selben Orientierung der Folie wie zu Nr. 6 gewonnen. Die 
Linien haben sich in einzelne Flecke aufgelöst, d. h. die 
Kristallite sind gewachsen. Die Bevorzugung einzelner Linien 
ist aber trotzdem noch stark ausgeprägt, d. h. die Kristallite 
haben auch nach dem Wachsen noch ihre Faserorientieru:.g 
beibehalten. Diese Erhaltung der Orientierung der Kristallite 
war auch an einer anderen Aufnahme zu sehen, welche von 
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einer über dem Bunsenbrenner erwärmten Folie mit Kupfer- 
K-Strahlung gewonnen wurde. 


Untersuchung einiger Legierungen. Bei einer Legierung von 
Eisen mit Nickel, die 25 Proz. Nickel enthält, bestehen, wie 
Hopkinson’) fand, merkwürdige Verhältnisse in bezug auf die 
Magnetisierbarkeit. Die Legieruug ist magnetisierbar, wenn sie 
vorher in einer Kältemischung abgekühlt war; ihre Permeabili- 
tät ist dann ähnlich der von hartem Nickel. Erhitzt man die 
Legierung über 580° dann wird sie unmagnetisch und bleibt 
auch unmagnetisierbar, wenn man sie wieder auf Zimmer- 
temperatur abkühlt (die Permeabilität beträgt in diesem Zu- 
stand nur 1,4). Die Tatsache, daß sich die-beiden in bezug 
auf die Magnetisierbarkeit völlig verschiedenen Zustände auch 
hinsichtlich anderer physikalischen Eigenschaften unterscheiden 
(der spezifisch elektrische Widerstand ist im magnetischen Zu- 
stand 0,00052, im unmagnetischen Zustand 0,00072; der Zer- 
reißmodul beträgt im magnetischen Zustand 135 kg/mm, im 
unmagnetischen Zustand nur 80 kg/mm) machte es wahrschein- 
lich, daß die beiden Formen irgendwelche Verschiedenheit der 
Gitter zeigten. Die beiden Aufnahmen Nr. 9 und 10 sind 
mit Eisen-K-Strahlung an einem massiven Stück Nickelstahl 
gewonnen worden, das so zugefeilt war, daß es sich dem 
Zylindermantel der Kamera einfiigte. Nr. 9 gibt das Bild 
des unmagnetischen Zustands. Die Auswertung geschah in 
ähnlicher Weise, wie es früher an Aluminiumfolie gezeigt wurde; 
das Gitter ist ein flichenzentriertes. Die Linien sind weniger 
scharf, weil mit verhältnismäßig breitem Spalt gearbeitet wurde. 
Das Resultat der Auswertung zeigt folgende Tabelle: 


Gemessene 
Indizes | Abstände d 
3,580 
02 | 10,6 3,384 
022 | 487 8,579 
18 | 192 8,578 
111 | 91,9 3,580 
(n =2) 


1) J. Hopkinson, Proe. Roy. Soc. 47. 8. 23, 188. 1889. 
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Als mittlerer Wert ergibt sich d = 3,580. Andrerseits läßt 
sich d berechnen aus der Gleichung 


a= 


Darin bedeutet Z das „mittlere“ Atomgewicht der Legierung, 
das sich aus dem bekannten Prozentgehalt berechnen läßt 
mittels der Gleichung . 
75 25 _ 100 
55,85, 58 


Es ergibt sich Z = 56,56. Das spezifische Gewicht der 
Legierung ist im unmagnetischen Zustand gleich 8,15.'). Wir 


erhalten also: 
4+ 56,56 
9°16. 


Das Bild des magnetisierbaren Zustands ist im wesent- 
lichen dasselbe geblieben; nur ist rechts von der 111-Linie 
eine neue Linie hinzugetreten mit der entsprechenden Z-Linie 
und außerdem eine schwache Linie zwischen der 022- und 
113-Reflexion. Der Abstand der Linien von der ursprünglichen 
111-Linie beträgt 1,4 bzw. 61,3 mm. Einem neuen flächen- 
zentrierten Gitter lassen sich die beiden Linien nicht zuordnen ; 
dagegen ergibt sich, wenn man annimmt, daß sie die 022- bzw. 
224-Linien eines raumzentrierten Gitters sind, aus ihnen die 
Gitterkonstante zu 2,862 bzw. 2,869. Das spezifische Gewicht 
der Legierung sinkt beim Übergang in den magnetisierbaren 
Zustand nach Hopkinson auf 7,98. Berechnet man hieraus 
unter der Annahme, daß die sämtlichen Kristallite in die raum- 
zentrierte Form übergegangen wären, die Gitterkonstante, so 
erhält man 


9/2-56,56 
7,08 = 2,858, 
während sich aus der Annahme der ursprünglichen Dichte 8,15 
*/2-56,! 56, 56 


ergeben würde. Eine hen der Dimensionen des flächen- 
zentrierten Gitters ließ sich beim Übergang in den magnetischen 


1) J. a. a. 0. 
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Zustand nicht feststellen. Dagegen ließ sich auch im un- 
magnetischen Zustand bei genauem Zusehen stets eine Andeu- 
tung des raumzentrierten Gitters erkennen. Die Verschieden- 
heit der Gitterstruktur der beiden Zustände des Nickelstahls 
besteht also darin, daß der Anteil der raumzentrierten Kri- 
stallite, der im unmagnetischen Zustand sehr gering ist, sich 
beim Abschrecken beträchtlich vergrößert. Bezüglich des Zu- 
sammenhangs der magnetischen Eigenschaften mit der Gitter- 
struktur läßt sich nur Folgendes schließen: Dieselben Kraft- 
wirkungen des Atoms, die die Ursache für den Ferromagne- 
tismus bilden, müssen auch beim Aufbau des Raumgitters der 
Atome in irgendeiner Weise mitwirken. 

Kupfer-Goldlegierungen. Schließlich wurde eine Reihe von 
Kupfer-Goldlegierungen untersucht, für deren Herstellung und 
leihweise Überlassung wir der Gold- und Silber-Scheide- 
anstalt zu besonderem Dank verpflichtet sind. Die Legierungen 
wurden in Form von dünnen Blechen mit ziemlich geringer 
Spaltweite untersucht, um möglichst genaue Werte für die 
Gitterkonstanten zu erhalten. Sämtliche Aufnahmen, von denen 
drei wiedergegeben sind, zeigen ein einheitliches, lächenzentriertes 
Gitter an. Das Ergebnis der Auswertung ist in der folgenden 
Tabelle niedergelegt: 


Gew.-Proz. Cu | (0) | 2 4,9 | 9,5 | 50 | 70 | 90 | 100 
ds | (4,067) | 4,045 4,028 | 3,984 | 8,745 | 8,674 | 8,684 | 3,615 


Das Additivitätsgesetz der Gitterkonstanten, das Vegard für 
das Mischkristallsystem KBr-KCI festgestellt hat?!), ist auch 
hier annähernd erfüllt. Es treten aber systematische Ab- 
weichungen auf, deren Betrag z. T. das Fünffache der Fehler- 
grenze übersteigt. In der Skizze (vgl. folgende Seite) sind die 
Ergebnisse graphisch dargestellt. 

Auf der Ordinate sind die Gitterkonstanten in Ä.-E., auf 
der Abszisse die Anzahl Molekularprozente Gold in der Le- 
gierung aufgetragen. (Letztere Zahl gibt gleichzeitig die Pro- 
zentzahl der vorhandenen Goldatome.) Die Gerade verbindet 
die beiden Werte der Gitterkonstanten für reines Gold und 
reines Kupfer. Auf ihr müßten nach dem Additivitätsgesetz 


1) L. Vegard, Zeitschr. f. Phys. 5. (1) $. 21. 1921. 
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alle Werte der Gitterkonstanten von Mischkristallen liegen. 
Die Kreuze sind die aus den Aufnahmen berechneten Werte; 
die eingekreisten Punkte sind aus Messungen des spezifischen 
Gewichts von Roberts-Austen (vgl. Tabelle von Landolt- 
Börnstein) berechnet. Sämtliche Werte zeigen Abweichungen 
nach der Seite der größeren Gitterkonstanten; diese Abwei- 
chungen sind offenbar auf den Einfluß des größeren Volumens 
des Goldatoms gegenüber dem Kupferatom zurückzuführen. 


AE 
410 


1 20H 50 6 80 30 100Mol%oAu 
Gitterkonstanten der Cu-Au-Legierungen 

in Abhängigkeit vom Molprozentgehalt. 


Fig. 4. 


Bevor aber weitere Schlüsse gezogen werden können, müßte 
erst die grundsätzliche Frage geklärt sein, in welcher Weise 
bei der rein statistischen Verteilung der Gold- und Kupfer- 
atome auf die einzelnen Punkte des Raumgitters überhanpt 
ein einheitliches, scharf definiertes Gitter zustande kommt. 
Sobald einmal das Gesetz der Änderung der Gitterkon- 
stanten mit dem Prozentgehalt der Legierung festgestellt ist, 
kann man rückwärts aus der Bestimmung der Gitterkonstanten 
auf den Prozentgehalt schließen. Die günstigsten Bedingungen 
für dieses Verfahren bestehen dabei offenbar dann, wenn beim 
Legieren erhebliche Änderungen der Gitterkonstanten und re- 
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lativ geringe Änderungen des spezifischen Gewichts stattfinden, 
wie z. B. bei dem System Kupfer-Silber. 

Bezüglich der Intensitätsverhältnisse der Aufnahmen ist 
bemerkenswert, daß sie eine von M. v. Laue (Ann.d. Phys. 56. 
8. 497. 1918) aus der Theorie gezogene Folgerung durchaus 
bestätigen. v. Laue fand (S. 503 der obigen Arbeit) für ein 
Raumgitter, in dem verschiedene Atomarten nach Zufall über 
die Gitterpunkte verteilt sind, daß besonders dann, wenn Atome 
mit sehr verschiedener Elektronenzahl in Frage kommen, die 
Intensität der Interferenzmaxima auf Kosten einer stärkeren 
zerstreuten Strahlung geschwächt sein müßte. Der Ausdruck 
für die Intensität der zerstreuten Strahlung ist cet. par. für 
den vorliegenden Fall proportional pou: pau, d. h. proportional 
dem Produkte der Wahrscheinlichkeiten, daß ein Gitterpunkt 
entweder mit einem Kupfer- oder einem Goldatom besetzt ist. 
Diese Wahrscheinlichkeiten sind andererseits aber proportional 
dem Molprozentgehalt des. betreffenden Metalls in der Le- 
gierung. Für die wiedergegebenen Aufnahmen nimmt die Größe 
Pcu* Pau folgende Werte an: 


Prozentgehalt an Cu 
Pou * Pau 


Die relative Intensität der Interferenzlinien zeigt beim Ver- 
gleich der Aufnahmen qualitativ in der Tat deutlich den von 
der Theorie vorhergesagten Verlauf, d. h. die Interferenzmaxima 
werden schwächer mit dem Wachsen der Größe pou: Pau- 

Die Untersuchungen sollen im hiesigen Institut auf weitere 
Legierungen ausgedehnt werden. 


4,9 
0,12 


9,5 
0,19 


90 
0,08 


Zusammenfassung. 

1. Es wird eine brauchbare Glühkathoden-Röntgenröhre 
angegeben für hohe Dauerbelastung bei Wechselspannungs- 
betrieb (ohne Gleichrichter). 

2. Mit Hilfe der von Seemann und Bohlin angegebenen 
fokussierenden Methode der Kristallpulveruntersuchung wurde 
einerseits erhebliche Erhöhung der Meßgenauigkeit, andrerseits 
wesentliche Verkürzung der Expositionszeit gegenüber der 
üblichen Stäbchenmethode erreicht. 
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3. Die Gitterkonstante des Aluminiums wurde neu bestimmt. 
Der neue Wert wurde durch ein einfaches Verfahren am Gitter- 
spektrum des NaCl kontrolliert. 

4. Es wurden elektrolytische Niederschläge verschiedener 
Schichtdicke von Cu, Pb und Fe untersucht. Alle Nieder- 
schläge ergaben, auch wenn sie bei sehr geringer Stromdichte 
erzeugt waren, scharfe Interferenzlinien. Platinmohr zeigte 
keine Interferenzen. 

5. An Aluminiumfolie wurde gezeigt, in welcher Weise 
sich bei der verwendeten Anordnung Faserstruktur bemerkbar 
macht. 

6. Am 25 prozentigen Nickelstahl wurde die Struktur- 
änderung beim Übergang vom magnetisierbaren in den un- 
magnetisierbaren Zustand untersucht. 

7. An einer Reihe von Gold-Kupferlegierungen wurde 
durch genaue Messungen die Abhängigkeit der Gitterkonstanten 
vom Prozentgehalt festgestellt. 


Die vorliegende Arbeit habe ich in den Jahren 1920/21 
im Physikal. Institut der Universität Jena ausgeführt. 

Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Geheimrat Prof. Dr. 
M. Wien danke ich für das rege Interesse und die dauernde 
Unterstützung, die er meiner Arbeit zuteil werden ließ, und 
insbesondere auch für die Überlassung aller notwendigen, z. T. 
aus seinem Privatbesitz stammenden Hilfsmittel. Für wertvolle 
technische Ratschlägs bin ich außerdem Herrn Prof. Dr. Busch 
und für die Überlassung einer Wechselstrommaschine des 
Techn. Physik. Instituts Herrn Prof. Dr. Schumann zu Dank 
verpflichtet. 
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